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本 世纪 60 年 代 以 来 , 随 着 计算 机 科学 的 发 展 , 出 现 了 一 类 与 计 
算 机 相 结合 的 数值 方法 ,如 有 限 元 法 .边界 元 法 及 样 条 有 限 元 法 等 ,使 
结构 分 析 与 计算 发 生 了 突破 性 进展 . 但 是 ,上 述 各 种 方法 均 属 于 一 类 
单 变量 数值 方法 , 当 求 出 了 单 变量 的 近似 值 后 ,还 必需 通过 其 函数 的 若 
干 阶 导数 及 其 关系 才能 求 得 其 它 变量 的 近似 值 . 

近 几 年 来 ,我 们 应 用 乘积 型 二 元 三 次 B 样 条 插值 函数 来 构造 多 变 
量 场 函数 ,基于 二 ,三 类 变量 广义 变 分 原理 与 现代 控制 论 中 的 状态 空间 
理论 建立 了 多 变量 样 条 有 限 元 法 模型 . 在 计算 各 类 场 变量 时 ,无 需 进 
行 求 导 ,甚至 也 不 用 物理 关系 ,能 直接 获得 其 近似 解答 ,从 而 扩大 了 弹 
性 结构 理论 的 解 题 范 围 . 由 于 工程 物理 问题 其 数学 模型 大 多 可 归结 为 
偏 微分 方程 的 边 初 值 问题 , 若 能 找到 相应 的 广义 变 分 原理 ,就 可 以 应 用 
多 变量 有 限 元 法 求解 多 类 场 变量 问题 . 因此 ,基于 广义 变 分 原理 与 状 
态 空间 理论 的 多 变量 数值 方法 的 研究 是 一 项 很 有 学 术 意 义 和 应 用 价值 
的 课题 ,到 目前 为 止 ,国内 外 尚未 出 版 过 这 方面 的 专门 著作 ,我 们 在 完 
成 国家 自然 科学 基金 资助 下 的 多 变量 样 条 有 限 元 法 研究 课题 的 基础 
上 ,并 结合 有 关 文 献 资料 ,撰写 成 本 书 .本 书 对 二 ,三 类 变量 广义 变 分 
原理 ,广义 变 分 法 ,状态 空间 法 , 样 条 插值 函数 ,多 变量 样 条 有 限 元 法 模 
型 以 及 梁 、 板 .过 的 弯曲 振动 与 稳定 分 析 等 问题 作 了 系统 论述 , 书 中 还 
列 出 了 较为 详尽 的 数值 结果 

本 书 的 出 版 得 到 国家 自然 科学 基金 的 资助 ,在 此 向 国家 自然 科学 
基金 委员 会 表示 诚挚 的 谢意 . 由 于 作者 水 平 有 限 , 书 中 难免 有 不 妥 之 
处 , 望 读者 批评 指正 . 
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本 世纪 60 年 代 , 随 着 计算 机 科学 技术 的 发 展 ,在 结构 分 析 和 矩阵 方 
法 的 基础 上 ,诞生 了 有 限 元 法 . 50 年 代 中 期 , 阿 吉 里 斯 (Argyris J. 
H. ) 吕 研究 复杂 结构 ,从 而 进一步 发 展 了 结构 分 析 的 矩阵 方法 , 它 特 别 
适合 在 计算 机 上 实施 计算 .1956 年 特 纳 (Turner M. J.) 与 克拉 夫 
(Clough R. W. 655 等 将 刚 架 位 移 法 的 思想 推广 应 用 于 弹性 平面 体 问题 
上 ,建立 了 单元 与 结构 刚度 方程 1960 E, AARON KIAT AR 
元 法 ”(Finite Element Method) 这 一 名 词 , 并 发 表 了 平面 应 力 问题 的 有 
限 元 法 论文 ,这 标志 着 有 限 元 法 正式 诞生 . 70 年 代 前 后 ,基于 各 种 变 分 
原理 的 有 限 元 法 得 到 了 迅速 发 展 , 米 洛 希 (Melosh R. J. ) 中 等 应 用 势 
能 原理 导出 了 有 限 元 位 移 模 型 ,证 学 氏 (Pian T. H. H. )55 应 用 余 能 原 
理 建立 了 杂交 应 力 有 限 元 法 模型 , 赫 尔 曼 (Herrmann L. R. ) © 应 用 汉 
林 格 - 赖 斯 纳 原理 (Hellinger-Reissner) 建 立 了 混合 有 限 元 模型 , 辛 克 维 
Ж (Zienkiewicz O. C. )22 К Ja (Cheung Y. K. ) 等 中 作 了 进一步 发 
展 与 应 用 . 这 样 ,有 限 元 法 获得 了 牢固 的 理论 基础 和 广阔 的 发 展 与 应 
ANR. 

我 国学 者 在 有 限 元 法 模型 的 构造 中 , 亦 作 出 了 许多 贡献 ( 见 文献 
[37,39,40,51,75,82],[7 一 16] 和 [19 一 22]). 有 限 元 法 的 发 展 促进 结 
构 力学 现代 化 ,出 现 了 计算 结构 力学 . 钱 令 希 倡导 的 计算 结构 力学 及 
其 应 用 在 国内 得 到 了 迅速 发 展 *. 现在 ,人 们 已 不 限于 对 复杂 结构 分 
析 与 计算 方面 (应 用 计算 机 就 能 快速 高 效 地 获得 计算 结果 ) ,而 进入 到 
计算 机 辅助 结构 设计 ,结构 优化 设计 与 结构 控制 "等 科学 技术 领 
BR. 从 而 推动 了 结构 力学 .固体 力学 等 基本 理论 的 发 展 ,如 函数 插值 理 
论 、 变 分 原理 与 状态 空间 理论 等 .1974 年 恩 脱 斯 (Antes H. HH T 
应 用 截断 式 三 次 B 样 条 插值 函数 来 构造 位 移 场 函数 , 求解 了 薄板 弯曲 
问题 ,但 在 一 段 时 间 内 未 得 到 进一步 发 展 1979 年 , 石 钟 慈 5 提出 了 


用 分 段 式 三 次 B 样 条 插值 函数 来 构造 矩形 板 的 弯曲 位 移 场 函数 ,应 用 
最 小 势能 原理 导出 了 样 条 有 限 元 法 计算 模型 ,解答 了 薄板 弯曲 问题 . 
随后 ,在 国内 ,对 该 法 展开 了 广泛 的 应 用 研究 ,在 板 壳 结构 的 静 力 . 振 
动 .稳定 与 动力 问题 上 取得 了 一 系列 成 果 “” .尽管 与 计算 机 相 结 合 
的 各 种 数值 方法 使 结构 分 析 与 计算 发 生 了 巨大 变化 ,取得 了 显著 进步 ， 
但 是 ,上 述 各 种 方法 大 多 属于 一 类 单 变量 数值 方法 . 当 求 出 了 单 变量 
近似 值 之 后 ,还 必需 通过 其 函数 的 若干 阶 导数 及 其 关系 才能 求 得 全 部 
场 变量 的 近似 值 . 

近 几 年 来 ,我 们 应 用 乘积 型 二 元 三 次 B 样 条 插值 函数 来 构造 多 变 
量 场 函数 ,基于 二 、 三 类 变量 广义 变 分 原理 与 现代 控制 论 中 的 状态 空间 
理论 建立 多 变量 样 条 有 限 元 法 计算 模型 . 在 计算 各 类 变量 时 ,无 需 进 
行 求 导 ,其 至 也 不 用 物理 关系 ,能 直接 求 得 各 类 场 变量 的 近似 解答 . 对 
一 类 不 满足 物理 关系 的 问题 ,也 能 获得 近似 解 , 从 而 扩大 了 弹性 理论 的 
解 题 范围 . 由 于 工程 物理 问题 其 数学 模型 大 多 可 归结 为 偏 微 分 方程 的 
边 初 值 问题 , 若 能 找到 相应 的 广义 变 分 原理 ,就 可 以 应 用 多 变量 数值 方 
法 求解 多 类 场 变量 问题 ,这 有 重要 的 理论 意义 与 广阔 的 应 用 前 景 . 

本 书 的 第 一 章 介 绍 了 一 二 三 类 变量 的 变 分 原理 及 其 简单 应 用 ， 
样 条 函数 的 构造 ,多 点 样 条 函数 的 线性 组 合 及 其 积分 ,边界 条 件 的 处 理 
等 ,为 后 续 章 节 提供 应 用 

第 二 章 安排 了 基于 二 类 变量 广义 变 分 原理 的 多 变量 样 条 有 限 元 
法 ,应 用 样 条 函数 来 构造 二 类 场 变量 (应 力 与 位 移 ) 函 数 ,应 用 二 类 变量 
广义 变 分 原理 (也 称 混合 能 量 原理 ) 导 出 多 变量 样 条 有 限 元 法 方程 组 ， 
对 工程 中 一 类 量 大 面 广 的 厚 、 薄 粱 与 厚 .薄板 等 弯曲 ,振动 与 稳定 问题 ， 
建立 了 计算 格式 ,给 出 了 一 系列 数值 结果 . 由 于 样 条 函数 具有 解析 与 
数值 的 双重 特性 ,连续 性 强 ,待定 未 知 量 少 ,逼近 精度 高 ,也 由 于 独立 设 
置 二 类 变量 场 函数 ,因此 ,计算 精度 对 二 类 变量 均 比 较 高 ,尤其 是 在 结 
构 承 受 集 中 荷载 的 情况 下 ,所 获得 的 二 类 场 变量 值 就 是 精确 解 . 

第 三 章 讲 述 了 采用 乘积 型 二 元 三 次 B 样 条 函数 来 构造 三 类 变量 
(应 力 、 位 移 与 应 变 ) 场 函数 ,基于 三 类 变量 广义 变 分 原理 导出 多 变量 样 
条 有 限 元 法 方程 组 ,给 出 了 板结 构 的 弯曲 ,振动 与 稳定 问题 的 一 系列 数 


“iv 


值 解答 . 由 于 独立 设置 三 类 变量 场 函数 ,因此 , 对 应 力 、 位 移 与 应 变 均 
有 较 高 的 计算 精度 . 

第 四 章 论述 了 基于 状态 空间 理论 的 多 变量 数值 方法 . 根据 弹性 理 
论 与 结构 力学 控制 方程 及 其 等 价 的 混合 变 分 原理 ,进行 数学 变换 ,建立 
系统 的 状态 方程 .也 可 以 通过 古典 力学 中 的 哈密 顿 (Hamilton) 原理 ， 
导出 状态 方程 ,研究 其 解法 . 应 用 三 角 函 数 ,代数 插值 函数 与 三 次 B FÉ 
条 插值 函数 ,分 别 来 建立 解析 方法 、. 半 解析 与 半数 值 方法 的 计算 格式 . 
根据 状态 空间 理论 中 的 指数 函数 矩阵 求解 方法 ,给 出 了 弹性 结构 状态 
空间 表达 式 的 若干 求解 方案 . 除了 对 一 系列 结构 静 力 问题 给 出 了 解答 
外 ,还 简要 地 介绍 了 结构 动力 分 析 的 状态 空间 方法 

第 五 章 介绍 了 多 变量 样 条 有 限 元 法 分 析 扁 壳 问题 应 用 乘积 型 二 
TEK B 样 条 插值 函数 ,来 构造 二 .三 类 场 变 量 函 数 ,根据 扁 壳 的 二 、 
三 类 变量 广义 变 分 原理 ,建立 了 多 变量 样 条 有 限 元 法 计算 模型 ,其 中 包 
括 样 条 混合 有 限 元 法 与 三 类 变量 样 条 有 限 元 法 的 计算 格式 . 由 于 位 
移 、 应 力 与 应 变 一 起 求解 , 故 计算 精度 均 比较 高 .本章 给 出 了 一 系列 壳 
体 结构 的 弯曲 与 振动 问题 的 数值 解答 

本 书 所 介绍 的 多 变量 数值 方法 和 给 出 的 大 量 计算 成 果 , 对 工程 物 
理 领 域 中 的 多 类 场 变量 问题 的 求解 ,有 启发 ,借鉴 与 指导 意义 . 
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双 曲 扁 壳 的 二 类 变量 广义 势能 原理 … "өө әзе (192) 


基于 二 类 变量 广义 势能 原理 的 双 曲 扁 壳 的 多 变量 样 条 有 限 元 法 

š © (194) 
+ (198) 
~ (199) 
… (201) 
… (208) 


BAAP 

ХХ 6005) … 
闭合 圆柱 形 薄 过 的 多 变量 样 条 有 限 元 法 
开口 圆柱 形 扁 壳 弯曲 的 二 类 变量 广义 势能 原理 、 


开口 圆柱 扁 壳 的 多 变量 样 条 有 限 元 法 + (206) 
开口 圆柱 扁 壳 的 振动 与 稳定 © + (207) 
АЯ 4 260) 2КГ ИЙЕ НН PP + (209) 
双 曲 扁 沉 基于 三 类 变量 广义 势能 原理 的 多 变量 样 条 有 限 元 法 
esa s (212) 
圆柱 形 扁 壳 的 三 类 变量 广义 势能 原理 … (216) 
圆柱 形 篇 过 基于 三 类 变量 广义 势能 原理 的 多 变量 样 条 有 限 元 法 
+ (218) 
圆柱 形 扁 沉 的 振动 与 稳定 - + (220) 
和 矩形 底 扁 球 壳 的 三 类 变量 广义 势能 原理 … + (222) 
多 变量 样 条 有 限 元 法 分 析 扁 球 壳 (224) 


(227) 


* (230) 


第 一 章 ”广义 变 分 法 与 样 条 函数 


本 章 介绍 二 ,三 类 变量 广义 变 分 原理 和 样 条 插值 函数 ,为 以 后 各 章 
建立 多 变量 样 条 有 限 元 法 提供 理论 基础 . 首先 ,详细 论证 了 二 ,三 类 变 
量 广义 变 分 原理 ,提出 了 广义 变 分 法 及 其 在 简单 问题 中 的 具体 应 用 . 其 
次 ,介绍 了 三 五 次 B 样 条 函数 的 构造 及 其 函数 的 导数 和 积分 计算 的 
一 些 基本 知识 . 


1.1 弹性 力学 的 基本 方程 


在 弹性 力学 (弹性 理论 ) 中 ,对 一 般 线 弹性 体 , 从 静 力 学 .几何 学 和 
物理 学 三 方面 的 规律 来 考虑 ,可 获得 15 个 基本 方程 ,其 中 包括 3 个 平 
衡 方程 ,6 个 物理 方程 和 6 个 几何 方程 . 在 位 移 边界 问题 中 ,位 移 分 量 
在 边界 上 还 应 满足 位 移 边界 条 件 , 即 “一 wz 一 zz 一 羽 . 在 应 力 边界 问 
题 中 ,应 力 分 量 在 边界 上 还 应 满足 应 力 条 件 , 即 在 边界 上 应 满足 应 力 与 
边界 面 力 保持 力 的 平衡 . 为 了 简洁 地 表达 这 些 方程 , 现 将 弹性 力学 中 
15 个 基本 方程 表达 成 矩阵 形式 . 


平衡 微分 方程 
Lat f = 0 在 域内 (1.1.1) 
Ед=Ъ 在 域 的 边界 S, 上 (1.1.2) 
在 上 两 式 中 ,和 矩阵 微分 算 子 和 方向 余弦 矩阵 分 别 为 
КАЖ КК КЛИ L aS: 
дт az ду 
L= |o z ° £ о 2 (1.1.3) 


a а. Ó 


оооп т 
E= | m O n 0 | (1.1.4) 
0 0 n m í 0 
应 力 、 体 力 及 面 力 向 量 分 别 为 
e= [0, о, 9. r, t. Tay] (1.1.5) 
I=: f, fT (1.1.6) 
P= р. p, Р] (1.1.7) 
方向 余弦 为 
l = cos(x,N), т = ccos(y,N), п = cos(z,N) (1.1.8) 
几何 方程 
e= L'u (1.1.9) 
e= [er є, є, Y, Y, Vyf (1.1.10) 
и= [и v ш] (1.1.11) 
物理 方程 
0 一 D.e (1.1.12) 
APD. 为 弹性 矩阵 ,其 表达 式 为 
r 1 =: 
EE EN 
p= Е ° 
ГА РА 1 
к= лї 
D. = Р, 1 — 2и 
7 21 и) 
1 — 2н 
0 21 — а) 
{бы +. 
L 2(1— в) 


(1.1.13) 


其 中 
_ _Еа— 
D= тру 
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上 节 把 弹性 力学 基本 方程 表达 成 矩阵 形式 ,简洁 而 紧凑 . 除了 简单 
问题 外 , 一 般 很 难 应 用 解析 方法 求解 上 述 偏 微分 方程 组 的 边 值 问题 . 为 
了 求 得 问题 的 近似 解 , 可 将 偏 微分 方程 的 边 值 问题 转换 成 一 个 变 分 问 
题 ,从 而 可 扩大 弹性 力学 的 解 题 范围 . 

设 有 一 空间 弹性 体 , 处 于 平衡 状态 下 ,其 上 有 体力 作用 ,假设 该 弹 
性 体 有 两 类 边界 条 件 , 一 部 分 为 固定 边界 5,, 其 上 有 未 知 面 力 p 和 已 知 
位 移 4; 另 一 部 分 为 自由 边界 So REACH PARLE u. 带 上 
一 杠 的 字母 表示 给 定 的 位 移 和 面 力 ,如 图 1.1 所 示 . 


Sulu) (p) 


图 1.1 


整个 系统 的 势能 包含 两 部 分 ,一 部 分 是 弹性 体 应 变 能 U, 另 一 部 分 
是 外 力 势能 . 应 变 能 
U= zre 40 = 20 ап 
外 力 势能 
v =- [fuan = z: 


п So 


RPN 与 S 分 别 代表 弹性 体 所 占 的 空间 与 表面 . 整个 弹性 体 的 总 势能 
为 


n,=U+v=[lTepeaa- [Fud — [иа .2.1) 


n п 5, 


RARA. 2.1) 进 行 关于 位 移 的 变 分 ,并 令 其 变 分 为 零 ,就 有 


ol, = [27е ай [s< ап [рди as 0 (1.2.2) 
n n s, 


对 上 式 的 积分 项 | o Seda 进行 分 部 积分 ,有 


1" 


Je: an = [za „ап 
т Ө. V 


= | виза – aaa 0.2.3) 


5,5, n 


现 将 公式 (1. 2. 3) 代 入 式 (1. 2. 2), 经 过 整理 后 ,有 


= fja o+ Tou ай + fes- Pôu ds = 0 
n Ба 


考虑 到 在 域内 位 移 变 分 是 不 为 零 的 任意 微小 值 ,因而 可 以 由 上 式 得 到 
弹性 体 的 平衡 微分 方程 与 力 的 边界 条 件 , 即 


La+ f=0O 在 2 域内 (1.2.4) 


Ед= р 在 人 2 域 的 边界 S。 上 (1.2.5) 


这 表明 弹性 体 的 平衡 微分 方程 的 边 值 问题 等 价 于 其 总 势能 变 分 为 零 的 
问题 . 由 此 可 得 到 一 个 结论 :连续 变形 体 的 一 切 可 能 的 位 移 状 态 中 , 那 
些 满足 域内 与 边界 平衡 条 件 的 位 移 状态 ,能 使 其 总 势能 有 驻 值 , 即 SIv 
=0 时 的 П, 值 ,此 值 既 非 极 大 值 ,也 非 极 小 值 ,而 称 为 驻 值 . 当 线 弹性 
连续 变形 体 处 于 稳定 的 平衡 状态 时 ,总 势能 有 极 小 值 . 论证 如 下 . 

设 有 一 线 弹 性 连续 变形 体 ,在 给 定 荷载 作用 下 ,处 于 稳定 平衡 状态 
下 ,车 有 一 真 解 或 正确 解 “, 它 满足 弹性 理论 的 全 部 微分 方程 与 边界 条 


.4. 


件 , 并 设想 若 有 另 一 组 解答 为 ,根据 泰勒 级 数 ,有 

Holu) = П,(и+ ди) = П„(и) + ФП, + П, (1.2.6) 
在 式 (1. 2. 6) 中 ,61, 为 一 阶 变 分 ,SH 为 二 阶 变 分 ,三 阶 以 上 变 分 均 略 
去 . 若 线 弹性 连续 变形 体 处 于 稳定 平衡 状态 , 则 有 6 了 ,==0, 而 二 阶 变 分 
SI, 为 应 变 能 增 量 ,为 正定 二 次 型 , 故 必 有 6* 了 ,二 0, 于 是 由 式 (1. 2.6) 
可 以 看 出 ， 


I,i) > Пи) (1.2.7) 
因此 , 若 “为 问题 的 真 解 或 正确 解 , 则 总 势能 泛 函 数 必定 为 极 小 值 . 
线 弹性 连续 变形 体 的 最 小 总 势能 原理 叙述 如 下 : 线 弹 性 连续 变形 
体 在 真实 位 移 状态 下 的 总 势能 恒 小 于 其 它 可 能 位 移 状态 下 的 总 势能 . 
或 者 线 弹性 连续 变形 体 处 于 稳定 平衡 的 必要 与 充分 条 件 是 总 势能 有 最 
小 值 . 
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弹性 体 的 总 余 能 定义 为 余 应 变 能 与 已 知 位 移 边界 上 的 外 力 余 功 之 
1, RA 


П, =U. + V, = 1 dû 一 [әти ds 
г За Б 
=} foD, ig dû 一 LE ds (1.3.1) 


п 


HRA. 3. 1) 关 于 应 力 "进行 变 分 ， ASRA, 即 有 
ФП, = Е рг' 40 — ЯЕ тра = 0 (1.3.2) 
我 们 知道 ,任意 一 组 域内 应 力 变 分 应 该 满足 域内 齐 次 平衡 方程 ， 任意 一 


组 边界 面 力 变 分 应 满足 边界 齐 次 平衡 方程 , 即 有 
Г.80= 0, Еда= др= 0 (1.3. 3) 


ВАЗИ RARO. 3. 3) 左 边 , 并 对 整体 进行 积分 ,应 用 分 部 积 


“5+ 


分 就 有 
fer c dû = | (иТЕ ба)аз — | боТ]Ли dN = 0 


п 5,+5, a 


现 比 较 式 (1. 3. 2) 和 式 (1. 3. 4), 并 考虑 到 式 (1. 3. 3) ,就 有 
s= 17и 在 82 域内 (1.3.5) 


u=u E N RH S. 边界 上 (1.3.6) 


由 总 余 能 П. 的 变 分 为 零 , 即 O= 0, 就 得 到 弹性 体 的 几何 方程 或 变形 
协调 性 条 件 即 域内 应 变 与 位 移 间 的 微分 关系 和 边界 上 的 位 移 条 件 . 弹 
性 体 的 几何 协调 条 件 能 变换 成 总 余 能 泛 函 的 一 个 变 分 问题 . 

结论 :在 连续 变形 体内 部 满足 平衡 条 件 , 并 在 边界 上 满足 应 力 边 界 
条 件 的 一 切 应 力 状态 中 ,那些 满足 变形 协调 性 条 件 的 应 力 状态 能 使 总 
余 能 泛 函 有 驻 值 ,或 者 真实 应 力 场 使 弹性 体 的 总 余 能 为 驻 值 . 可 进一步 
证 明 此 时 的 I. 为 最 小 值 , 这 就 得 到 最 小 总 余 能 原理 . 

设 有 一 弹性 变形 体 在 给 定 荷 载 作用 下 处 于 稳定 平衡 状态 下 ,车 此 
问题 有 真 解 或 正确 解 为 ", 设 想 另 一 组 解答 为 c = “十 gz, 根据 素 勒 级 
数 有 已 (o у= П,(а+ бв) =No) ++ RP AORAR 
REON A 分 别 为 总 余 能 的 一 阶 ` 二 阶 变 分 ,对 于 三 阶 以 上 总 余 能 
变 分 均 忽 略 不 计 . 若 连 续 变 形体 处 于 变形 协调 状态 下 , 则 总 余 能 一 阶 变 
分 为 零 , 即 00.= 0, 而 其 二 阶 变 分 为 P 为 余 应 变 能 增 量 ,是 正定 二 
{КЖ РЕЖ. AA дП.>0. 这 样 由 上 式 可 知 :了 (go ) 盖 及 (5), 于 是 连续 变 
形体 的 最 小 总 余 能 原理 可 叙述 如 下 :连续 变形 体 真 实 应 力 状 态 下 所 具 
有 总 余 能 恒 小 于 其 它 可 能 应 力 状态 下 的 总 余 能 ,或 者 连续 变形 体 处 于 
变形 协调 性 状态 的 必要 与 充分 条 件 是 总 余 能 为 最 小 值 . 

上 述 二 种 变 分 原理 ,对 精确 解 来 讲 , 其 体系 的 总 势能 与 总 余 能 之 间 
存在 有 如 下 关系 , 即 

П„‹и) + Mo) = 0 
其 次 ,还 有 关系 式 


+6. 


= П,(и) <= Пи) = П (о) S Ao) 


式 中 的 等 号 只 有 在 可 能 位 移 或 可 能 应 力 就 是 真实 位 移 或 真实 应 力 状态 
下 才 成 立 , 不 等 号 表明 真实 位 移 场 或 真实 应 力 场 使 总 势能 或 总 余 能 取 
最 小 值 . 

在 弹性 力学 问题 中 ,通常 有 二 类 解 题 方 法 ,一 类 称 位 移 法 ,以 位 移 
作为 基本 未 知 量 , 求 解 位 移 函 数 表 示 的 平衡 微分 方程 ,并 使 所 求 的 位 移 
分 量 在 S. 上 应 满足 位 移 边界 条 件 , 一 般 情 况 下 ,只 有 少数 问题 可 用 解 
析 方 法 求 得 其 精确 解 . 在 结构 分 析 与 力学 计算 问题 中 ,应 用 最 小 总 势能 
原理 来 求解 近似 解答 是 十 分 有 效 的 , 它 提供 了 在 结构 的 一 切 可 能 变形 
状态 中 寻求 接近 真实 变形 状态 的 位 移 解 答 , 例 如 在 梁 \ 板 与 过 结构 问题 
中 , 先 假设 具有 待定 参数 的 协调 性 位 移 沙 数 , 即 粱 板 壳 的 弹性 找 曲 线 方 
程式 而 后 计算 其 总 势能 泛 函 ,其 总 势能 泛 函 的 积分 结果 为 待定 参数 的 
二 次 型 函数 .由 总 势能 极 小 值 条 件 来 确定 这 些 参 数值 ,从 而 可 求 得 问题 
的 近似 解答 . 目前 在 工程 界 广泛 应 用 的 有 限 元 法 ,就 是 建立 在 最 小 总 势 
能 原理 的 基础 上 的 . 另 一 类 称 力 法 ,该 法 选择 力 为 基本 未 知 量 ,应 用 最 
小 总 余 能 原理 建立 一 组 超 静 定 未 知 力 的 代数 方程 组 ,求解 此 方程 组 , 即 
可 求 得 超 静 定 未 知 力 . 最 小 总 余 能 原理 是 有 限 元 力 法 、 杂 交 元 法 的 理论 
基础 , 见 文献 [35]. 
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上 二 节 分 别 介绍 了 最 小 总 势能 原理 与 最 小 总 余 能 原理 . 在 应 用 最 
小 总 势能 原理 求解 问题 时 ,原理 本 身 已 严格 体现 了 平衡 条 件 ,在 选取 位 
移 函 数 上 ,可 作 一 些 简化 假设 ,因而 可 求 得 问题 的 近似 解 ; 应 用 最 小 总 
余 能 原理 求解 问题 时 ,原理 本 身 已 严格 体现 了 变形 连续 性 条 件 , 在 选取 
应 力 函 数 时 ,可 作 一 些 简化 假设 . 这 二 条 原理 在 求解 弹性 力学 问题 近似 
解答 时 ,能 扩大 其 解 题 范 围 ,其 次 在 建立 有 限 元 位 移 与 应 力 模型 时 , 它 
们 又 是 其 理论 基础 这 二 条 原理 又 称 为 一 类 变量 变 分 原理 . 

下 面 ,我 们 将 介绍 二 类 变量 变 分 原理 . 上 述 最 小 总 势 原理 与 最 小 总 
余 能 原理 是 分 别 以 位 移 与 应 力作 为 自 变 函 数 的 泛 函 . 它们 都 是 有 约束 


afe 


条 件 的 一 类 变量 变 分 原理 ,对 最 小 总 势能 原理 ,其 约束 条 件 为 域内 几何 
方程 与 位 移 边 界 条 件 ; 对 最 小 总 余 能 原理 ,其 约束 条 件 为 域内 的 平衡 方 
程 与 力 的 边界 条 件 . 上 述 一 类 变量 变 分 原理 也 称 为 泛 函 的 条 件 极 值 原 
PI, 下 面 要 讨论 的 广义 变 分 原理 ,就 是 把 一 类 变量 变 分 原理 的 条 件 
极 值 转化 为 无 条 件 驻 值 . 一 般 有 二 类 变量 广义 变 分 原理 和 三 类 变量 广 
义 变 分 原理 . 

二 类 变量 广义 变 分 原理 最 早 由 哈 林 格 (Hellinger) 于 1914 年 提出 ， 
后 来 由 赖 斯 纳 (Reissner) 于 1950 年 加 以 完善 的 , 因此 ,通常 称 为 哈 林 格 
- 赖 斯 纳 变 分 原理 , 亦 称 混合 变 分 原理 . 下面, 我们 通过 一 类 变量 变 分 原 
理 和 拉 格 朗 日 乘 子 法 推导 出 二 类 变量 广义 变 分 原理 . 

根据 上 节 式 (1. 3.2) 最 小 总 余 能 原理 改写 为 

all, = (аргаа Е је ou as}= 0 (а) 

其 中 , 自 变 函数 "要 求 满足 域内 平衡 条 件 和 力 的 边界 条 件 , 因 此 ,这 是 
一 个 条 件 极 值 原理 问题 . 如 果 引 入 两 个 拉 格 朗 日 (Lagrange) 乘 子 入 ， 
,把 平衡 方程 和 力 的 边界 条 件 加 入 到 变 分 式 中 ,并 将 乘 子 参与 变 分 ， 
则 可 将 式 (a) 转 化 为 无 条 件 驻 值 问题 ,此 时 ,新 泛 函 为 


II; = [арго dn - | УТ? 
п A j 


(b) 

+| ot Diada – [E o- Баз 

n š, 
现 对 上 式 关于 oshish 进行 变 分 ,有 
ӘП; 一 | (sore+ (e+ Эт8А,)ао 

I S 

+ Ја. гауга — | Ebo ds ë 
п „га 


= J (Ea— P) T82,ds 一 | (Е ôo)" Ads = 0 
ПЕ = ~ 


将 上 式 第 二 个 积分 项 进行 分 部 积分 ,得 


8 


ja. oTa dA = | (Е ёо)" Ала — [роттлао (d) 
гл ут Зе, = “= = „егет 


现 将 式 (d) 代 入 式 (c) ,并 进行 整理 ,得 
П; = [вае -ITDAN + Ja. a+ foida 


п 
+ [гот wd- | Eo- БА co 
Е дау" — и 5 2— 60704 
s, е 
+Í (Е да)" (А, — A,)ds = 0 
s~ ~ ~ ~ ~ 


考虑 到 变 分 ,64.,6% 在 域内 与 边界 上 均 为 不 等 于 零 的 任意 微小 值 ， 


因此 由 式 (e) 得 到 
a= 3% =0 在 域 如 的 边界 5, 上 
M= ER A Ш S, 上 
D;'a= IA, ERN 内 (1.4.1) 
1+3=0 азай 
Еос= р ERA AR S» 上 


于 是 由 式 (1. 4 1) 和 弹性 力学 基本 方程 组 相 比较 可 知 , 拉 格 朗 日 乘 子 的 
物理 意义 为 边界 与 域内 位 移 分 量 . 将 乘 子 用 位 移 表 示 后 , 回 代入 式 (b) 
中 , 即 得 二 类 变量 广义 余 能 原理 , 即 

ӧП,, = 0 (1.4.2) 
其 中 


По) = [+e dot [el o+ yta aa 
me п (1.4.3) 
= | Eoi ds — [E g- puds 
RP ou WIAT B 386838. 
式 (1.4. 3) 是 二 类 变量 广义 余 能 泛 函 式 . 由 二 类 变量 广义 余 能 泛 函 
的 驻 值 条 件 ,就 得 到 欧 拉 方 程 如 趟 (1.4. D, MEARE JUI 


.9. 


物理 方程 ) 和 在 5, 5 S, 上 位 移 边 界 条 件 与 力 的 边界 条 件 . 


下 面 ,我 们 通过 最 小 总 势能 泛 函 数 原理 与 应 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 推 
导出 二 类 变量 广义 势能 原理 . 弹性 理论 中 的 最 小 的 总 势能 原理 为 Sm 


一 0. 其 中 ， 


П, = | Тет, dn — [r dn — Í Pru ds 
a a l: 


(a) 


式 中 , 自 变 函数 “要 求 满足 域内 几何 条 件 和 位 移 边 界 条 件 . 若 引 入 两 个 
拉 格 朗 日 乘 子 各 ,es， 把 域内 几何 方程 与 位 移 边 界 条 件 加 入 变 分 式 中 ， 
并 将 拉 格 朗 日 乘 子 参与 变 分 , 则 问题 转化 为 无 条 件 驻 值 原理 . 此 时 新 泛 


函 为 


„р = 
п} | L eTD,e dn |: ап Е: u ds 
+ «= Luudan + | са omas 
Ы па тшек 
对 式 (b) 关 于 uE, p p 进行 变 分 ,并 令 П = ОВ] 
п; = [ветре dn — | ди ап — |А "òu ds 
n в” Á 7 7 


+ fos- L'u) pda + je L'ujòp dA 


п 


u и)" Suds + [гек Hds = 0 


对 上 式 第 五 项 积分 进行 分 部 积分 ,得 

| Плёи)та40 = forr man 

а ~ 一 ы 2 ~ 一 ~ 
= | ФиТЕ щаз = | (L ди aQ 

S=Š+s 777 ga 

将 式 (d) 代 入 (c) 简 化 后 ,得 
әп; = гета кай + ја. а — Ри dO 
п a 


(b) 


(c) 


(d) 


一 | (p+ Е p) ôu ds + |(e— Lru)ó aQ 
$ “° 一 ~ ~ J ~ ~~ ~ 
id п 


+ | (и— и) др, + | (E o+ р,)'диаѕ = 0 


考虑 到 变 分 dude òga 和 ди 在 相应 的 域内 与 边界 上 均 不 为 零 的 任意 
微小 值 ,因此 ,得 欧 拉 方 程 为 


Lm=f = т 

617и 在 域内 

z+ =0 ERN H 

Em+p=0 在 域 2 内 的 S, 边界 上 

p+p=0 

= ERA H S. 边界 上 01.4.4) 


由 式 (1.4. ри, ЖЕ ае 分 别 为 域内 应 力 函数 与 边界 上 的 应 力 
函数 , 即 有 一 一 “及 人 一 一 上 把 乘 子 回 代 入 也 :中 并 简化 后 即 得 二 类 
变量 广义 势能 泛 函 . 二 类 变量 广义 势能 原理 为 

ёП = 0 (1.4.5) 
其 中 


IG = от“ d 
n 


07D lo + /Ти))аО 


А (1.4.6) 
一 | p'u ds 
Z= а `< Su、 ~ 


在 式 (1. 4.6) 中 ,有 应 力 “与 位 移 “二 类 独立 自 变 函 数 . 式 (1. 4. 6) 称 为 
二 类 变量 广义 势能 泛 函 . 

由 上 分 析 可 知 ,弹性 力学 中 的 二 类 变量 广义 变 分 原理 等 价 于 其 平 
衡 方程 .几何 方程 (或 物理 方程 ) 和 一 切 边 界 条 件 . 二 类 变量 广义 余 能 泛 
函 与 二 类 变量 广义 势能 泛 函 之 间 存 在 下 列 关 系 : 


П. + П, = 0 (1.4.7) 
它们 的 独立 自 变量 函数 “与 已 不 再 受 任何 约束 条 件 的 限制 ER 
种 形式 的 二 类 变量 广义 变 分 原理 都 是 无 条 件 驻 值 原理 , 即 SI 一 0 和 
8m 二 0, 其 中 I, 分别 为 式 (1. 4. DHRU. 4. 6). 


1.5 二 类 变量 广义 变 分 法 


以 上 ,我 们 分 别 从 最 小 总 余 能 原理 与 最 小 总 势能 原理 ,应 用 拉 格 朗 
日 乘 子 法 论证 了 二 类 变量 广义 势能 原理 . 下 面 通过 若干 简单 例题 来 说 
明 二 类 变量 广义 变 分 原理 的 初步 应 用 ,在 这 里 ,我 们 称 之 为 二 变量 广义 
变 分 法 . 二 类 变量 广义 势能 泛 函 式 为 

Dn =ou da — [ezo D a+ oan 


n 


(1.5.1) 
- f Peds [U sa юв 
选择 位 移 场 与 应 力 场 函数 分 别 为 
и= N.a, o= Nb (1.5.2) 


式 中 的 No N. 为 坐标 的 连续 函数 ,选择 这 函数 时 ,要 分 别 满足 边界 上 
相应 的 位 移 与 应 力 条 件 ,a 与 5 为 待定 常数 . 将 式 (1.5.2) 代 人 式 
01. 5. 0 并 简化 后 ,得 离散 型 二 闫 变量 广义 势能 泛 函 式 


IL, = bK na — LerK,b— aTF— a7P (1.5. 3) 
由 二 类 变量 广义 势能 原理 , 即 
ТС И 
да u ab 


Ia nS 
Ee 
l 
— 

№ 
tio 
"9 
— 
和 ~ 
сүр 
p 
A 
> 


式 中 
= K.= (мрг хай 


P= | Мр 


式 (1. 5.4) 称 二 类 变量 广义 变 分 法 方程 组 
例 1.1 悬臂 梁 承受 均 布 荷 载 9 如 图 1.2 所 示 , 求 梁 自由 端 处 的 


挠 度 与 转角 ， 


图 1.2 


假设 位 移 与 应 力 场 函数 分 别 为 


w= Ма, №, = [zz]，a= [аа] 


а= М, N. = [Gs — 1) (z 109] T b= [bb]! 


K,= Мр; NAN 


= 2“ 


b h 
ЖОЕ Lr 27 
ú | |] (же) е — L)(z — 10°]4хауйе 


ос PE 

r E 

ъз Е з] 

=й) Lr L | 
3 5 


PN, 


K= [MN aa = NT 一 yd 
` ы 27 


ах? 


将 上 述 各 式 代入 式 (1. 5.4), 就 有 
ГА Т 


„А tu pi >. ра 
1 3 | L £ 
Е ЕІ L. 15 212 L. b, 
4 5 3 2 b 
= ft 2 з ау 
£ 3 L 
0 а 
ГА - 
— F 3 H 
L 2 3 
解 出 上 式 中 的 a 与 b 
_ 5412 gb 
а= ЕГ %5 El 
b= 0, b, = r: 
于 是 场 函数 
5q12 


24ЕІ _ 5q12 , 


ш(х)= М„а= [= г?) 


С 1ЕЇ 


“м. 


bhk 
Í ff у |= 1) |. 

- 113. | 6x]y dzdydz 
Lao 


qL 


aL [ 2AE REF 


3 


H o əho. 


dw _ 10g12 qL ， 


6G)= qz ABIE — АЕТ 
edy SE. ва) = gË: (与 精确 解 相同 ) 
ВЕТ GEI 5 
°| L)? 
MG)= [G — L) (z— w i ы 
2) 
M qI? 
(0)= = (与 精确 解 相同 ) 


由 上 例 计 算 结 果 可 以 看 到 ,悬臂 梁 自 由 端 处 的 位 移 值 与 精确 解 相同 ,在 
固 端 处 的 反 力 亦 与 精确 解 相同 . 但 是 其 位 移 场 函数 与 精确 解 不 同 ， 

下 面 ,应 用 二 类 变量 广义 变 分 法 求解 梁 的 振动 与 轴 压 杆 稳定 问题 . 
对 于 梁 的 一 般 弯曲 ,振动 与 稳定 性 问题 ,由 材料 力学 可 知 


将 上 式 代 入 (1. 5. 1) 并 考虑 梁 的 振动 与 轴 压 稳定 性 问题 ,就 有 


[Madw_ М? as _ [мт 一 人 dw., 
П, -|‹ 一 pp dadz f< adz 一 | маг 


L 
-| Å mo’dr 十 边界 项 (1.5.6) 
° 


式 中 ,4 为 梁 振动 特征 值 ,m 为 梁 密度 ,入 为 梁 的 纵向 力 . 
假设 二 类 场 函 数 分 别 为 


RP, Nu Nu 均 为 坐标 的 连续 函数 ,选择 这 些 函 数 时 ,要 分 别 满足 位 移 
与 力 的 边界 条 件 ,a 与 为 待定 常数 . 将 场 函数 代入 式 (1. 5. 6), 有 


Ha = Kwub— g b'Kub 
T 1 мут l izat 5.1 
一 аїР— 二 Ne 天 ca 一 gama К„а (1.5.7) 
式 中 


ËN, 
dx: dx 


& à 
Kuu =[ N 
1, 
Ku =], вра 
，dN。 dN, 
2060200 (1.5.8) 
K. =[‹ ег у, С dr 
L 
K; =| NIN,dz 
L 
Р=| Niadz 
根据 二 类 变量 广义 变 分 原理 


ӘП» _ lp _ 0 

да "аһ s> 15 

0 Кым | а | 
БЕ =] a 


Kw : 0 a 
+ ce E (1. 5.9) 
0 ioj] ó 


例 1.2 应 用 二 类 变量 广义 变 分 法 求解 简 支 压 杆 的 临界 荷载 . 由 
式 (1. 5.9) 有 


(К.К Кы 一 NKo)a= 0 
由 上 式 可 建立 压 杆 稳 定 特征 方程 为 
ККУ Ку — NKo| = 0 


现 设 定 坐标 函数 为 
N, = sin TN. = sny 
由 式 (1. 5.8) 得 
Ku E- Ер" Та: = ЗЕК х= |, Tacos? Т4: = 8 
с = | (Осо Fdz = e 
将 上 式 各 值 代入 稳定 特征 方程 ,得 压 杆 临 界 荷载 值 为 Ne= Е OM 
确 解 相同 ). 


例 1.3 应 用 二 类 变量 广义 变 分 法 求 固 端 梁 的 自 振 频 率 . 对 梁 的 
振动 问题 ,由 式 (1. 5.9) 
АтК,, : 0 


ЫЕ 


0 ;0 
从 上 式 中 消去 5 之 后 ,得 
(K. Kyu Кім — AmK.)a = 0 
于 是 梁 的 振动 特征 方程 为 
IK, Ky! Kiu — AmK.,| = 0 
现 选 取 固 支 梁 的 坐标 函数 
N, = (7? ~ 291, + zx),Ny = (212 — 12Lz + 12z2) 
根据 式 (1. 5. 8) ,得 


(Жы: 
——,— 


ЫР £ 412 
K, = E = = s 
к Гом ЕТ” 5ЕІ 
аМ№, 5 
k М 515 
== т ssh 
Кум =[м PEI ре түт 


ANA L° 
== Т = 
К, =| Мук = 530 


将 上 述 各 式 代入 梁 振动 特征 方程 , 即 得 梁 自 振 频 率 


ох = 22345 [EI 。 (与 精确 解 相同 ) 


1.6 三 类 变量 广义 变 分 原理 


三 类 变量 广义 变 分 原理 是 分 别 由 中 国 科 学 院 院 土 胡 海 昌 与 日 本 学 
者 ,美国 麻 省 理工 学 院 (MIT) 雍 津 久 一 郎 于 1954,1955 年 间 提出 的 , 通 
常 称 胡 - 世 津 原理 “1, 在 弹性 力学 中 ,有 三 类 变量 广义 势能 原理 与 三 
关 杰 量 广义 余 能 原理 . 对 于 三 闫 变量 广义 势能 原理 ,有 
ФП = 0 (1.6.1) 
其 中 ,三 类 变量 广义 势能 泛 函 数 
палео [ера Fu e- 170 an 


- [CE oJ uds — [и ds (1.6.2) 
s So 


式 (1.6.2) 中 ,应 力 函 数 ", 位 移 函 数 “, 应 变 函数 < 为 三 类 独立 的 自 变 
函数 ,而 且 均 为 待 求 未 知 函 数 . 对 于 三 维 弹性 力学 问题 ,共有 15 个 未 知 
函数 ,其 中 ,0Q,5,,5, 分 别 为 物体 所 估 的 空间 ,已 知 位 移 的 边界 面 和 已 
知 力 的 边界 面 . 容易 验证 由 式 (1. 6.1) 与 (1. 6. 2) 可 得 三 维 弹性 力学 的 
三 套 方程 , 即 平衡 ,几何 与 物理 方程 及 位 移 与 力 的 边界 条 件 . 
对 于 三 类 变量 广义 余 能 原理 ,有 

дП = 0 (1.6.3) 

其 中 
me =| (07 а (Lot fe)an 


— [ета — fis- pyu ds (1.6.4) 


š, s, 


三 类 变量 广义 余 能 原理 亦 是 等 价 于 三 维 弹 性 力学 的 三 套 方程 , 即 平衡 、 
几何 与 物理 方程 及 位 移 与 力 的 边界 条 件 . 其 论证 的 详细 过 程 见 文献 
[22,23]. 
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根据 上 述 三 类 变量 广义 变 分 原理 ,可 建立 广义 变 分 法 的 计算 格式 . 
应 用 广义 变 分 法 求解 的 问题 时 , 首先 选择 三 类 场 函数 ,它们 需要 满足 强 


加 的 位 移 与 力 的 边界 条 件 , 设 有 
и = Nua, o= Nab, Е = Nec (a) 
将 式 (a) 代 入 式 (1. 6.2) 有 
П, = рК, Kueh К,а aP 
ЕНЕ L BB 
ы ы. 
就 有 
Го Ka о е Р 
у m | 
Ka 0 —K. Е = 10 (1.6. 5) 
0 —К K. J |) 
其 中 


K= | NDNan к, | маа 
ы (1.6. 6) 
кї, = [ NIL'N dû, P= | Nipdn 
Ка =), P= j Np 
例 1.4 应 用 三 类 变量 广义 变 分 法 求解 简 支 梁 的 弯曲 问题 . 
根据 问题 的 边界 情况 ,选择 场 函数 中 的 No No N. 分 别 为 


m= 
L 


N, = sin = N, = zsin = N, = zsin 


根据 式 (1. 6. 6) ,有 
K.= [Nrp.Nan = [еее TI drdydz 
п п 


b 
TE 
= J | | Ex’sin’ Fdzrdydz = EI £ 
саво 


1, 


h b 
ç 331 
к.= [tr N aQ = | | Е Туве Fdrdydz 
J | a A 


° 


= IFT? 
E L 
P= fusin ат qos EZE) | ш. 
由 方程 (1. 6. 5) 得 
PLAT 
0 一 了 э) 0 7 241. 
Іт, І, * 
ГУС) 0 -Iz pl- 0 
È LAS 
0 =F > ЕІ =) 
联 立 解 出 上 式 , 有 
эт _ [441^ 4412 4412 T 
ев [а —Че — Ма] 
这 样 ,三 类 变量 场 函 数 及 其 最 大 值 分 别 为 


= Na = l sin z 
w= Na = EIn” T 


。20 。 


4415 


7 ЕРЕ 76. ЕН ыг БЕР 
o= Мф = = Ml sin = 
Onas = ыг P £ Ж Ига отан ил ; 


以 上 我 们 较为 详细 地 论证 了 二 、 三 类 变量 广义 变 分 原理 ,并 建立 了 
广义 变 分 法 的 计算 格式 ,初步 求解 了 一 些 简单 问题 :用 广义 变 分 法 解 算 
问题 时 ,选择 一 .三 类 场 函数 时 ,需要 满足 相应 的 强加 边界 条 件 . 对 于 连 
续 性 要 求 高 的 单元 边界 场 函数 的 选择 将 遇 到 一 定 困难 . 下 面 几 节 将 讨 
论 选 择 样 条 插值 函数 作为 场 函数 ,简要 介绍 样 条 函数 的 构造 , 样 条 函数 
及 其 -、 二 阶 导数 和 积分 计算 等 问题 . 


1.8 样 条 插值 函数 


样 条 函数 是 在 船舶 .飞机 等 外 形 曲 线 的 放样 施工 过 程 中 总 结 出 来 
的 一 种 数学 模型 , 它 是 现代 函数 逼近 理论 中 的 一 个 十 分 重要 的 分 支 . 由 
于 样 条 函数 是 一 种 广泛 应 用 的 数学 工具 ,所 以 , 它 已 经 在 最 优 控制 、 计 
算 物理 .计算 机 辅助 外 形 设计 与 制造 等 领域 中 得 到 了 应 用 . 近 十 多 年 
来 , 样 条 函数 在 结构 分 析 、 固 体力 学 .流体 力学 及 热传导 等 学 科 领 域 中 
也 得 到 了 应 用 ,并 有 力 地 推动 了 这 些 学 科 迅 速 地 向 前 发 展 . 

由 材料 力学 理论 可 知 直 梁 在 集中 荷载 作用 下 ,其 微分 方程 如 式 
(1.8. 1) 所 示 


Piir =£) (1.8.1) 


RA. 8. 1) 的 -- 般 解答 为 


2 3 | = 3 
SC) = С, + Ск + С,® + C, + Ке шс: 
із} 


(1.8.2) 
式 中 ,5S(z) 为 梁 的 挠 曲线 方程 , (x 一 z,); 称 截断 式 , 对 于 任 一 正 整数 
NN, 有 
Ga 人 当时 35 
0， 当 z 一 之 0 时 
若 以 图 1. 3 所 示 简 支 梁 全 跨 给 定 区 间 为 Le,b], 其 上 均匀 划分 N 一 1 个 


Р,_1 Р, Р, +1 
А EI=1 В 
£ 二 | dems., 
Tl Z, Xt 
一 一 一 下 
图 1.3 


ËJ a= x<, <x,-*<zx-i<rx=b,Jtth,r),=x=+ih 而 h= 和 ,i= 


0,1,2,"… ,NN, 设 在 结 点 zx,(i==0 一 NN) 处 ,三 次 样 条 函数 值 为 SoS Sw. 
式 (1. 8. 2) 就 是 三 次 样 条 函数 , 它 的 物理 意义 为 梁 在 集中 荷载 作用 下 的 
挠 曲线 方程 . 它 具 有 下 列 性 质 : 

1. 在 域内 的 每 一 个 子 区 间 (z,,z;n) 上 , 它 是 分 段 三 次 代数 多 项 
A 

2. 在 区 域 [a,bj 上 ,存在 有 函数 值 的 全 体 集合 . 

3. 在 区 域 [e,b] 上 ,其 有 连续 二 阶 导数 的 全 体 集合 ,在 z, 处 ,函数 
的 三 阶 导数 左 、 右 极限 存在 ,但 不 相等 , 即 有 三 阶 导数 的 突变 值 . 

4. 若 P=0,G=1,2,… ,NN 一 1), 则 式 (1. 8.2) 退 化 为 普通 三 次 代 
数 式 . 

5. 若 补充 两 个 条 件 , 即 S (л) =5,,5 (xx) 二 Sy, 则 三 次 样 条 函数 
SCr) 可 唯一 确定 . 

在 式 (1. 8.2) 中 , 令 B; RE Po WA 
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入 一 上 
У @(х—,)3, 
$(х)=С„+С\х+С,х'+Сы?+ 2; Piana 
i=] 


31 (1.8.4) 


容易 看 出 , 式 (1. 8. 4) 中 的 待定 系数 有 
C,G = 0,1,2,3) + BCG = 1,2, N — 1) 
=4+N-1=N+3 
由 性 质 (2) 和 (5) 可 知 ,能 唯一 确定 N 十 3 个 待定 常数 ,从 而 得 三 次 样 条 
ЮА Sr). 


1.9 B 样 条 函数 的 构造 


上 述 梁 挠 曲 方程 是 由 四 阶 微 分 方程 式 积分 得 到 的 . 由 此 可 以 推论 ， 
对 于 给 定 区 间 [La,bj 上 的 1 个 分 划 A, 由 (x 十 1) 阶 微分 方程 


к-1 


59000) = У)800 — а) (1.9.1) 
-1 
可 建立 次 样 条 函数 ,对 上 式 积分 (n 十 1) 次 ,得 


" $ N- " 
уак < B(x = х) 
kI 24 РТ (1.9.2) 


S(x) 


式 (1.9.2) 有 下 列 性 质 : 

1. 在 每 一 个 子 区 间 (z,zit1) 上 , 它 是 次 多 项 式 . 

2， 样 条 函数 S(z) 及 其 2 一 1 阶 导数 在 [a,b] 上 连续 . 

3. S(z) 在 二 点 处 的 左 , 右 极限 存在 ,但 不 相等 ,有 突变 值 ， 

4. 当 有 =0G0=1,2,…,N 一 1) 时 , 则 式 (1.9.2) 退 化 为 普通 的 ”次 
多 项 式 . 

应 用 上 述 ” 次 样 条 函数 去 逼近 任意 函数 ,具有 很 好 的 适应 性 和 灵 
活性 ,在 许多 科学 、 技 术 问 题 中 ,得 到 了 广泛 的 应 用 ， 

若 规定 9 代表 步 长 为 h 的 对 称 差分 算 子 , 则 有 


Bf x) = f€( + > = ра > 


k=0 


ô, (x) -àf 8(т)ах 
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SBAA WERTER 
б) = | adr = ёа) (1.9.3) 
这 样 ,2(zr) 是 56(z) 的 近似 式 ， нон олана 了 ,而 是 通 
常 的 阶梯 函数 . 
现 对 9(Cz) 函 数 作 2 十 1 次 积分 与 差分 后 ,有 
ар дот) drda 


Qm + 1) 次 十 由 次 
对 函数 6(x) 先 作 (n 十 1) 次 积分 ,再 作 (n 十 1) 次 差分 后 , 仍 是 6(x) 函 数 ， 
但 其 光滑 程度 随 着 运算 次 数 的 增加 而 愈 来 愈 光滑 了 . 
对 上 式 取 步 长 h=1 的 情况 , 先 作 (n 十 1) 次 积分 后 ,有 
IRR, = 十 次 多 项 式 ало 


(п + 1) 
由 于 对 次 多 项 式 作 (n 十 1) 阶 差分 总 为 零 ,因此 ,对 式 (1.9.4) 作 (n 十 
1) 次 对 称 差分 ,可 得 
pr) Е 576 dr) = anch (1.9.5) 


式 中 ,为 正 整 数 . 
ЖШ 表示 位 移 算 子 ,7 表示 单位 算 子 ,就 有 


Efa) = fG + Df) = f(x) (1.9.6) 
若 仍 用 对 称 差分 算 子 2% W 
h 
afer) = fer + Ж) — fe — $) = (ЕЎ — Еу (а) 
于 是 有 
д, =(Е? — ЕС?) = (I — EEF (1.9.7) 


"l, 


gr = (1 EE? 
用 二 项 式 展开 定理 ,得 


yE? (1.9. 8) 
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由 式 (1. 9. 5) 可 得 


кыз ET DG + EH — py. 
多 Cr) >; s: (1.9.9) 
式 中 ,为 正 整数 , 令 
a=- ЗЕ) (1.9.10) 


则 式 (1. 9. 9) 写 成 
$1 +1 
ф(х) = 2068 руке" р Оба 019.11) 


КЇ S S > 
REC ) 表 示 二 项 式 系数 , 即 
п+1 (n+ 1)! 
Срег (1.9.12) 
由 于 0! =1.# k=0 Hf 
п+і o EDE _. 
0  ONln+1! ` 


式 (1.9. 11) 是 一 个 分 段 式 ”次 多 项 式 , 它 的 高 阶 导 数 为 


ф(х) = S 1) р) Сг TTF/ = I (1.9. 13) 
由 上 可 知 ,9(z) 及 其 1,2,……( 一 1) 阶 导数 在 区 间 ( 一 ,co) 上 连续 ， 
多 人 7) 为 一 个 环 次 样 条 函数 ,其 中 , 忧 为 样 条 函数 结 点 坐标 . RA. 9. 11) 
FA n 次 样 条 函数 . 
АРЕ ЖИЕ 的 三 次 B 样 条 函数 ,由 式 (1. 9. 11) 有 
1(7 一 253) ETE r Z G Pan 


[A3 ЗАС — ху) + 3h(z — ту)? 


3002,1) xr, < £ < x, 
фб) = БР Б ЗАЗ — 2) + ЗАС — х)? 
| 一 3(Cz — z: х r [ra 
(тае y Tj < zr < гт, 
lo з зоолу. 结 点 处 及 以 外 均 为 夫 


(1.9.14) 
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式 (1.9.14) 三 次 B 样 条 函数 图 形 见 图 1. 4a, 它 的 一 、 二 ,三 阶 导数 的 图 
形 见 图 1.4b,c,d. 对 于 N 个 结 点 上 各 点 三 次 B 样 条 函数 图 形 见 图 
1. 5. 根据 式 (1. 9. 11) 得 出 的 三 次 B 样 条 函数 的 分 解 图 形 见 图 1. 6. 


2 w ALA я 
(a) з ç 2h 
1 1 
6 J 
I-21- T I+ I+? 4 
4-4 уак 
ЗА 
с) 1 1 Ф. 
x ” 
2. 
А? 
图 1.4 三 次 B 样 条 及 其 导数 图 形 
= = £ 
я(4+) (4) (4-1) 
012 3 N-1 N 


al $i) „(Gi=—1,0,1,, N,N+1) 


图 1.5 多 点 三 次 B 样 条 


‚26, 


aha- 


ї+21—111+11+2 


1.6 


4 


== ~ УУ 


2 
131 
6 6 
ЗЕ 
三 次 B 样 条 函数 的 分 解 图形 
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1.10 三 次 B 样 条 函数 的 积分 计算 


在 结构 分 析 中 , 常 要 用 到 一 些 三 次 B 样 函数 的 积分 . 由 于 三 次 B 
样 条 函数 是 分 段 三 次 多 项 式 ,因此 , 它 要 逐 段 进行 积分 . 常用 的 积分 有 
以 下 几 种 : 


Ia |су) а= 
Tia u т . 

т |с сае 

Та = [есче саг 

Ia |С) da 

Ia (Ф OBa) dz 


(1.10.1) 


式 中 
{Ф(х))” = [Gz) gr) Gnlr) @.(2)] (1.10.2) 


(D Cr) D) HD) 的 一 阶 , 二 阶 导数 . 
Ф-1 


Бер?  |[[@. @ # Pilde 


Ф-19-1 P-P Ф-#+ P-P 


= Жн MO | бу-у 
x, 对 称 Фын Pift 
фы ф+:. 


式 (1.10.3) 的 积分 就 是 三 次 B 样 条 函数 $1,8,98+1,8+: 间 相互 图 乘积 
分 的 意义 . 为 了 容易 了 解 此 积分 的 过 程 , 现 将 8-1,8,8+1,8+: 的 图 形 给 
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出 ,如 图 1. 7 所 示 . 

在 图 的 阴线 部 分 相互 图 乘 并 进行 积分 , 即 得 7w 的 分 段 积分 值 . 现 
ARO. 9. 14) 中 取出 各 段 三 次 函数 的 具体 式 子 , 将 其 代入 式 (1. 10. 3) 
中 .进行 积分 , 即 得 1, 值 . 


若 划 分 均匀 网 格 ,间距 为 4, 则 各 积分 式 子 为 
[1 19 3 1 
7 


7 140 140 
297 933 3 
“а | h 35 140 7 
Tess Í (Øer) ) I 6(r))dr = zz 
Ë Ú 36 297 129 
35 140 
1 
对 称 т 
(1.10.4) 


1.10.4) 3 i— 1. l. 2.4 个 结 点 处 三 次 B 样 条 函数 的 图 乘积 
分 和 矩阵. 


9 2 _18 _3 
5 10 5 710 
51 87 _ 18 
万 过 [Гаф сае sL У тр 
~ r, 36h 51 21 
5 0 
9 
[对称 s 
(1. 10. 5) 
式 (1.10.5) 为 三 次 B 样 条 函数 的 一 阶 导数 图 乘积 分 矩阵 . 
m2 一 18 0 6 
Гесса za эре туу, "р 
э. н, 364° | 36 — 18 
| 对称 12 
(1. 10.6) 


2. 1 qi 
% Са 


2—3 i—2i—l i 1+1 1+2 143 


2 
3 
工 9i 1 
6 E 
б 
з 
1 1 
T 6 
i i+1 
2 
3 9 
it: 
1. ч. 
6 6 
£ 1 十 2 
图 1.7 


式 (1. 10. 6) 为 三 次 B 样 条 函数 的 二 阶 导 数 图 乘积 分 矩阵 . 
的 21 03:2 S 


5 0 5 10 
9 _6 _33 33 
Te 0 5 10 5 
In = | АФ) а) = s 
0 f S r 36h 33 _ 33 _ 66 99 
5 10 5 10 
3 3 21 6 
10 5 10 5 
(1.10.7) 
式 (1. 10. 7) 为 三 次 B 样 条 函数 及 其 二 阶 导 数 的 图 乘积 分 矩阵 . 
ПЕСЕН У 


Jr, 


30. 


211299 1 

2 20 10 

_ 71 15 183 19 
1 20°. 2 20 1 
== (1.10.8) 
36|_19_183 5 т 

10 20 2 20 

1 9 9 1 


720 10 20 2 
式 (1. 10.8) 为 三 次 B 样 条 函数 及 其 一 阶 导 数 的 图 乘积 分 矩阵 . 利用 上 
面 各 分 段 积 分 式 , 可 形成 结构 的 刚度 矩阵: 


1.11 三 次 ,五 次 B 样 条 函数 的 线性 组 合 及 其 积分 


在 多 变量 样 条 有 限 元 法 中 ,要 选择 的 场 函 数 ,预先 必需 满足 问题 的 
边界 条 件 . 为 了 后 面 各 章 中 ,便利 处 理 边 界 条 件 ,图 1. 8 各 样 条 结 点 处 
三 次 B 样 条 函数 , 即 B(7) ,i= 一 1,0,1,…,N 十 1, 它 是 一 组 (N 十 3) 维 
的 基 样 条 ,对 它 进 行 线性 组 合 . 4 N24 时 ,将 头 三 个 基 函 数 线性 组 全 
成 为 


Ф. = тс +1) 


5) = ф(2) – =; 
Blr) = %(>) 491 т}, 


Фа) = #CL — 1) С) БАС + D 
将 末 三 个 函数 也 换 成 其 线性 组 合 


Фу (ш = G(T N + D) s: № 
Бао N— D 
$G) рр № — 40 (2: У D 


Фу 一 ФС келуу 


经 过 修正 后 的 三 次 B 样 条 基 函 数 图 形 ,如 图 1. 8 与 图 1. 9 所 示 . 


1 
F Фо (=) — 
су 3 фт) (b) 952776 
1 3 
6 6 > 9 
з 
—3 -2 -1 0 1 2 3 5 
2 
ат. 
(c) а 12 Фа) 
1 йс, 
0 


Pila), G= 1,0,1, NH1) 
图 1.9 多 点 修正 三 次 B 样 条 


34 N24 时 ,在 Lzo,zx] 内 等 分 N 段 ,三 次 B 样 条 函数 表达 式 
Фа) = ФС +1) | 


=: 


Da) = ФС) 一 су +1) 
Фа) = ФС —1) кас) + а + D 


Da) = фу — 2) 


032. 


Фу ау = О +2) 


1 
2 


Фа) = RFE— N + ) 


AFT MAG N-D) 


Ф021) = аср № BGN- 


Фу = RE 一 ND (1.11.1) 
这 组 新 的 三 次 B 基 样 条 函数 具有 这 样 的 特点 , 即 : 
当 z=0 时 
Ф,(0) = 0, (k 9 — 1);Ф,00) = 0, (k #— 1,0) 
34 == L, Bf 
Ф,(1) = 0,025 N + 1);Ф,(1) =0, k Z N,N + 1) 
(1.11.2) 


上 述 基 函数 的 特点 使 得 边界 问题 的 处 理 十 分 方便 , 详 见 下 节 . 
同 理 , 对 五 次 B 样 条 函数 , 亦 可 进行 线性 组 合 . 当 N 之 6 时 ,对 各 前 
5 个 和 末 5 个 基 样 条 函数 进行 线性 组 合 ,结果 如 下 : 


Pal) = Ср + 2) 


оа) 一 名 (天 十 1) 一 26% (天 + 2) 
165 „т 39 Ë 2 
Palir) д C +2) Вл TD HEGO 
Vr) = RE+D) — 26602) + Oe 1) 
) h 33° А А 
ЕЧ 1 х х 
W,(z) = @( A + 2) – 332 R? + B 2) 
3 n 1 EA x 
PrOD = Су N-D- AG № + аср № + 2) 
w 26. х х 
ас) =ёСу TND- б — N) Ба М1) 


165 
4 


R-N- Bag N- D+ А 


Palir) 


Ун) 一 外 (天 一 人 一 D 一 26%( 天 一 N 一 2) 

Уб) = RE — N— 2) (1.11.3) 
4 N6 时 ,在 [ro,zx] 内 等 分 N 段 ,五 次 B 基 样 条 函数 表达 式 为 
Уа) = вО +2) 


о) 一 名 (天 十 1) 一 26%( 天 十 2) 


165 = 33...55 х 
Pol) n ФС + 2) gP +0 +6) 


YG) =аср + D — ас) С — D 
Уух) = RÈ + 2) 一 АСЯ) += 20 


(rz) = RF 3) 


у, 302) = BG 一 N 十 3) 


z 


PDAF- N+ 2 – RENANE) 
Wa G) В N D Sa z N) +B МФ) 
Pra) 16 (E N— 2) Е N- DEAE- N 
Yrn(r) е Ср = N — D 266 C М—2) 

Pre) =p № 2) (1.11.4) 


这 组 新 的 5 次 B 基 样 条 函数 具有 这 样 的 特点 , 即 
在 左 端点 处 一 0 


。34 。 


Wi(0)=0 (¿Z—2 
(1.11.5) 
0) =0 (9—2, – 1) 
当 右 端点 处 r= L 
WL)=0 (0+2) 
(1.11.6) 


WL)=0 (kN+1N+2) 
RERO. 11. DAC. 11. 4) ,就 可 构造 场 函数 , 详 见 后 面 各 章 内 容 . 
下 面 , 对 常用 的 一 些 样 条 函数 的 重要 积分 通过 运算 后 得 具体 算式 
如 下 ， 


L 
[AE] = [eoo [eoo yaz 


G=— 1,0,1 N,N + 1) 

G=— 1,0,1 N.N + 1) 

Ф, 

Ф, 

= [eee laz 

Ф, 

(Фу, 

[OD Фф ФФ, Ф.Ф. 

Go E E 
: Боо: : [ш 

ФФ, ФФ ФФ) ФФ. 

BD, OD ФФ Фу 


И 681,412 7124,Ф,0Ф,Ф,) 二 0, 这 样 得 到 带宽 为 4 的 方 
阵 , 即 式 (1. 11. 7). 


А3 


щ N=4 f, х ЗУ. 


[А 


«Х+зх ОКЗ) 


当 N=4 вї. RRAN- E 


-36° 


1 
20 


对 称 


[Az] = 


CN+3)X(N 二 3) 


r 1 11 7 1 

3 6 12 6 9 

32 9 2 1 

3 2 3 6 
9 4 LS, 3 

2 3 712 

8 3 
3 257 19 


(1.11.7) 


Е 
| [BJ'[® dr G =— 1,0,1,0 N,N + 1) 
А 


_ MN 19 
120 240 
2-16 
3 40 
27 
40 
L 
ere]ar 


0 

-L 

120 

47 = 

240 120 

=. з, шыл. 

8 5 120 

01.11.8) 

=— 1,0,1,0, N,N + 1) 


让 а 
252 720 10080 5040 > 
31 5 29 1 
315 48 1260 5040 
=h 183 283 239" 1 
560 1262 10080 5040 
151 397 1 1 
对 称 315 1680 42 5040 
(1.11.9) 


щ N=4 时 , * ЖО. 


* L г „- 
[ag] = [{ФЇФ1ах @ =— 1,0,1, N.N +1) 
L= 


(N+3)5 (入 一 3) 
下 pr 
30 120 240 120 ~ 
17 2 1 1 1 
120 3 40 6 120 
=} мт 1 ат л 
40 30 240 120 
„ый, А. 0 г], 
3 8 5 120 
[对 称 - .| 
(1.11.10) 


当 N 一 4 时 , * 表示 该 项 为 号 


[Ау] = 


NHD N+ 


[Фф > G 


= 1.0,1,--- N,N + 1) 


37° 


Е СЕ А 
72 720 288 
133 
0 720. 
= 0 
反对 称 
щ N=4 时 ,* 表示 该 项 为 也 
1. 
Гар) = [TOTUS 
(N+3)X(N+3) о 
_1 1 208 
8 24 48 
2 _, 5 
24 2 24 
=h 11 
0 1 
反对 称 0 


щ N=4 Bf, * 表示 该 项 为 一 芒 . 


гав] = соет 
[a2] = [vao TY ar 
[А ]= Lv Tr dr 
[Ай1= Сесе сад: 


.38 。 


726 
Bi 
180 720 
109 37° 
360 480 
49 
i 144 
G = 
_ 1 
24 
Ee 
6 
— 8: 
16 
19 
24 
1. 
гав] = | 
| 
гав = | 
Р 
[Ай] = 


f. 


0 

ii, 0.11.11) 
720 

з Йй 


720 


— 1,0,1, N.N + 1) 


` 


о 


(1.11.12) 


[W a) [Y G) Јах 


L 


CEC F [Ba ar 


ГУ (zy re (х)]йх` 


(1.11.13) 


374. 30 


上 述 各 积分 具体 形式 , 见 下 面 各 式 . 它们 的 阶 数 分 别 为 (N 十 50X 


(CN 十 5) 和 (CN 十 5)X(CN 十 3) 
252 2561 2361.875 1322.87875 
94144 241941 229765.8185 89010. 45 
1460247.75 2508196.27 1573369. 69 
СА) = ^/39916800 
746326. 6035 8047284. 296 
对 称 15599958. 86 
1 
2010 1 0 
144279.75 2031.875 1 
2085264.5 151033.88 2035. 21 1 
9733489,6 2203426.3 152637 2036 1 
15724248 9738114 2203488.3 152636.96 2036 1 
(1.11.14) 
70 一 769 987.875 -~ 641.42 — 193.93 
13376 4395 - 8744.72 — 6811.18 
48296.25 30534.90 — 20683.1 
СА] = 1/0362880л) 109641. 34 40410. 185 
139081. 67° 
对 称 
Si 3 
— 526 8 5 0 
— 11583.75 — 495.875 si 
— 49300.90 — 13212.06 — 499. 21 一 1 
6081.27 — 59504.84 — 13604.96 — 500 一 1 
5670 — 59520 — 13605 — 500 一 1 
(1.11.15) 


135912 
39. 


56 一 1247 987. 875 641.42 


769 一 13376 — 4395 8744.72 
— 48296.25 — 30534. 90 
[42] = 1/(362880h) 一 109641. 34 
对 称 
193. 93 1 
6811.18 526 1 


20683.1475 11583.75 495.875 1 0 


一 40410.185 49300.90 13212.06 499.21 1 
一 139081.675 — 6081. 27 59504.84 13604.96 500 1 


— 135912 — 5670 59520 13605 500 1 
(1.11.16) 
20 — 43] 279. 875 239. 24 
9664 — 7659 — 5579. 63 
11967. 75 3368. 36 
[A8] = 1/05040А°) 8038. 25895 
对 称 
83. 39 1 
— 1345. 90 90 1 
— 1663. 034 279.75 111. 875 1 


313. 716253 — 2080.90 626. 60 115.21 1 0 


5425.30027 — 1826.72 — 1635.5 716.96 116 1 
5208 — 1806 — 1632 717 116 1 


(1.11.17) 


240. 


769 
987.875 
641. 4242 
ГАЧ] = h/362880 | 193. 9394 
1 
1 
497. 875 1 
14213. 4848 501. 2121 
88218.7878 14607. 97 
156190 88234 
88234 156190 
11608 88234 
г = 21.0 
= 351.0 
— 564. 125 
— 409.79 
— 131. 0303 


[Ай] = 1/40320 


= | 
0 


97 
5080 
19314 
24138.91 
18970. 7272 
498 
1 


1 
502 1 
14608 
88234 
156190 


71.0 
536.0 
— 2128.0 
— 5147. 3939 
— 3280.5151 
— 242 
1 


502 
14608 
88234 


21.5 1 
3417 476 
25816. 375 12578. 5 
87928 77226. 6667 
83896 155748. 3333 
14358 88234 
501.5 14608 
1 502 
о 
1 
502 $ 
14608 502 1 
1.11.18) 
18.5 1 
1081. 0 220 
3261. 375 3072. 5 
— 2303. 8182 8384. 2421 
— 9782.95 — 121. 6001 
— 3924 — 1132. ( 
245.5 一 4046 
s 


— 246 


. 41. 


1 
241.875 1 
3853.1818 245. 2121 1 


е 


11318. 5454 4045.9697 246 1 
0 11326 4046 246 1 
— 11326 0 11326 4046 246 1 


— 4046 11326 0 11326 4046 246 1 


(1.11.19) 
在 样 条 有 限 元 法 中 ,也 有 荷载 列 阵 的 计算 ,这 也 需要 涉及 到 样 条 函数 的 
积分 问题 . 常见 的 有 以 下 几 种 : 
1. 均 布 荷载 (三 次 也 


[reyar = дете" 131.13 LLY (1.11.20) 
2. 均 布 荷载 (五 次 B 样 条 的 情况 ) 


L 
J rv yar nel 2 9 2065..165209 2 1 j 


720 45 40 33 66 66 33 40 45 720 
(1.11.21) 


3， 线 性 分 布 荷载 (三 次 B 样 条 的 情况 ) 


F Ф) ах = 
зм 9 N 1 ур 


h: 1 1 9 ... "ж 
Kl 5 1023 (N — 2) Ст — 162% P ad 120 


(1.11.22) 


1. 线性 分 布 荷载 (五 次 B 样 条 的 情况 ) 
[Tea raz һар 96. 972 4154. 1818 10038. 5455 


3 


5040 5040 5040 5040 5040 


Е 65N _ 10038. 5455, 20,, 4154. 1818 
ee 5040 )(33™ 5040 


9N 92 2N 9 N l y 
Cho 50402 45 — 5040 720 一 5040) 


5. 集中 荷载 ( 双 三 次 B 样 条 的 情况 ) 


. 42. 


(1.11.23) 


[ses ё,у DLO)I® [Oy drdy = PO A] 


(1.11.24) 
其 中 , 及 7 为 集中 荷载 作用 点 坐标 值 . 


1.12 边界 条 件 的 处 理 


在 多 变量 样 条 有 限 元 法 中 ,基本 未 知 量 是 样 条 结 点 参数 ,而 不 是 位 
移 和 力 向 量 ,因此 .不 能 直接 引入 位 移 与 力 的 边界 条 件 ,需要 对 样 入 基 
函数 进行 某 些 修改 .从 而 使 得 便于 处 理 边界 条 件 . 把 @(7),i= 一 1,0， 
Те ,AN 十 1 中 的 前 三 个 基 样 条 函数 分 别 进行 线性 组 合 ,如 图 1. 5 所 
示 . 下 面 对 常用 的 简 支 端 和 固 支 端 来 说 明 位 移 边界 条 件 的 处 理 方法 ,如 
图 1.10 所 示 . 


—1012 i—lii+1 N N+1 
二 一 二 一 
图 1.10 
1.12.1 简 支 端 
简 支 端的 支 座位 移 边界 条 件 为 


z = 0,z6(0) = 0,z = Г.ш(1) = 0 
结构 内 任 一 结 点 i 处 的 位 移 函 数 为 
wir) = C8- (r) + С,Ф,(х) СФ, (z) (1.12.1) 
对 结构 左 端 处 ,位 移 的 函数 值 由 式 (1. 12. 1) 得 
200) = C ,@_,(0) + С.Ф,00) + СФ, (0) (1.12.2) 
在 式 (1. 12.2) 中 ,由 图 1.8 15] @_,(0)Z0,@%,(0)=0,@$,(0)=0,2rÍ# 
zw(0)=0, 则 必 有 C-:=0. 这样, 在 多 变量 样 条 有 限 元 法 中 , 若 结构 左 支 
座 为 简 支 情况 ,其 位 移 边 界 条 件 为 样 条 结 点 参数 C- ,为 零 ; 同 理 , 若 结 


。43。 


构 右 支 座 为 简 支 情况 时 , 其 位 移 边界 条 件 为 Cx+ 一 (0. 
1122 MZ 
设 有 一 固 支 结构 ,车 将 它 划 分 为 N 等 分 网 格 ,如 图 1. 11 所 示 ， 


+ 2 “一 1 i+1 үш 


+ 一 .一 小 


图 ].11 
固 支 端 的 支 座 位 移 边 界 条 件 为 
х= 0, w(0) = 0, (=), =0 
dw 


z = L, w(L) = 0, Ст ), = 0 


结构 内 任 一 结 点 i 处 的 位 移 函 数 为 
(х) =C; E) + CDa) + С.Ф (2) (1. 12. 3) 


dÓ, Cr) dB,(z) d@,, (z) 
B С == БС, 2 +C.  — 
(1.12.4) 
对 于 结构 左 端 处 , 线 位 移 与 角 位 移 函 数值 由 式 (1. 12. 3), (1. 12.4) 得 
= С_\Ф.\(0) + С,Ф,00) + С,Ф,(0) (1.12.5) 
8, = C, 22- 0 nt rao ЧУБ) 


о ЛД sea 1.8 ñ а Ф_, (0) 3 0,Ф,(0) = 0, 


аф_,00) аФ,00) аФ, (0) 
$. (0)=0,— 0, 0, =0. 根据 固 支边 界 位 移 


条 件 ,w(0)==0,0(0)==0, 由 式 (1.12.5),(1. 12.6) 可 知 , 必 有 C-1=0， 
C,= 0. 这 样 ,在 多 变量 样 条 有 限 元 法 中 , 若 结 构 左 支 座 为 固 支 端 情 况 
时 ,其 位 移 边界 条 件 为 样 条 结 点 参数 C-; ,Ce 均 为 零 ; 同 理 , 若 结构 右 支 


‚м. 


座 为 固 支 端 时 ,其 位 移 边 界 条 件 为 Cx 一 0,C、 二 0, 对 于 板 过 结构 支 座 
位 移 边界 条 件 的 处 理 .其 方法 与 本 节 类 同 . 对 于 应 用 三 次 B 样 条 函数 
常 遇 到 的 位 移 边界 条 件 , 其 常数 C, 的 选择 列表 1-1. 


表 1-1 Сй (i=—1.0,1. ,NN+]) 


ШЖ | ey Ca су су! 
mmx | о 0 m 0 
简 支 简 支 _ | o с. L S D 
自由 -自由 | Са c су Ca 
a і. НКЕ 

固 支 - 简 支 0 о С O 
固 支 -自由 о о су Суз 
简 支 - 自 山 | o с Cx Ск 
kM | с O о O 
М-Ж о ‹ 


第 二 章 ”基于 二 类 变量 广义 变 分 原理 的 
多 变量 样 条 有 限 元 法 


二 类 变量 广义 变 分 原理 是 由 哈 林 格 与 赖 斯 纳 (Hellinger апа Reiss- 
ner ) 提 出 的 . 基于 上 述 二 类 变量 广义 变 分 原理 , 替 尔 曼 (Herrmann) 
提出 了 薄板 弯曲 的 混合 有 限 元 法 ; 密 柴 和 奥 尔 生 (Mriza and Olson)": 
提出 了 平面 问题 的 混合 有 限 元 法 . 沈 胶 程 等 “于 1992 年 ,基于 二 类 
变量 广义 变 分 原理 与 样 条 插值 函数 ,提出 了 多 变量 样 条 有 限 元 法 . 本 章 
将 详细 介绍 基于 二 类 变量 广义 变 分 原理 的 多 变量 样 条 有 限 元 法 及 其 应 
用 . 


2.1 薄板 弯曲 的 二 类 变量 广义 变 分 原理 


薄板 理论 及 其 在 工程 上 的 应 用 均 具 有 十 分 重要 意义 . 薄板 分 析 可 
归结 为 一 个 四 阶 偏 微分 方程 的 边 值 与 初 值 问 题 . 过 去 许多 学 者 在 理论 
与 精确 解法 方面 作出 了 许多 重要 贡献 , 见 文献 [25]. 但 是 ,对 那些 形状 、 
支承 及 荷载 复杂 情况 下 的 薄板 问题 ,应 用 解析 解法 求解 就 变 得 十 分 困 
难 . 从 60 年 代 以 来 ,由 于 计算 机 科学 的 迅速 发 展 和 有 限 元 法 的 诞生 ,使 
薄板 的 分 析 计算 发 生 了 突破 性 进展 . 在 薄板 的 数值 方法 中 ,有 有 限 元 
AO 有 限 差分 法 [5 等 ,但 是 它们 均 属于 一 类 单 变量 数值 方法 ,直接 解 
出 薄板 的 挠 度 近似 值 ,然后 通过 薄板 挠 度 函 数 的 若干 阶 导数 与 物理 关 
系 才能 求 得 板 的 弯 矩 .扭矩 与 剪 力 等 近似 值 . 由 于 应 用 了 若干 阶 导数 而 
致使 均 失 了 薄板 内 力 值 的 精度 . 本 章 将 建立 二 类 变量 广义 变 分 法 和 多 
变量 样 条 有 限 元 法 ,可 直接 求解 薄板 的 内 力 与 位 移 , 为 此 ,本 节 先 讨论 
薄板 的 二 类 变量 广义 变 分 原理 . 

薄板 弯曲 的 二 类 变量 广义 变 分 原理 5 , 即 

ФП,,=0 (2.1.1) 
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Фи ,, Fw Fw 
I, fe M. 22. s = 2M,, iay 
r 
ы | L MTD, зм aQ — [еоаа + [MZ — Раз 
r bas УУ дп 
n 0 c, 
ƏM m = 1 дә 
2А Í (=== + Q, (w — w)ds 一 [аа 一 | М, ms 
c +c, c, cac, 
(2.1.2) 
H, Жї КЩ EZA: 
C, йо, =ð; 
C, WAH w=w,M,=M,; (2.1.3) 
ч ӘМ, 
C, 自由 边 ,M 一 1 和 十 Q, 一 4 
M= [M, М, M, (2.1.4) 
L j 0 
D,= D, Ap 1 0 
< em 
„Ж Жаз 
D,= TQ — 5 (2.1.5) 


D, 为 板 弹性 矩阵 ,D, 为 板 弹性 常数 ,E 为 弹性 模 量 , 为 泊 松 比 ,t 为 板 
厚度 . 
对 于 齐 次 边界 条 件 下 ,薄板 弯曲 的 二 类 变量 泛 函 定义 为 
П, = Jun da- [Tur pi aa — [жап 2.1.6) 


关于 内 力矩 M 和 挠 度 zw 对 二 类 变量 泛 函 取 驻 值 ,就 有 
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[ёмт‹В —р\м)ай + ( ади)ай = 0 


对 于 简 支 板 的 情况 ,对 上 式 的 第 三 项 进行 二 次 分 部 积分 ,并 利用 简 支 边 
界 条 件 , 上 式 变 为 
Jara — р м)уап + [ем дай = 0 


考虑 到 变 分 òM ðw ERARI FERRME 即 得 板 的 几何 方 
程 (或 物理 ) 和 平衡 方程 如 下 : 


х= Bu = рМ ДӨ QN (2.1.1) 

ш =ш=0 在 板 域 2 边界 上 (1 

B'M—q=0 RRN K (2.1.9) 

M,=M,=0 М, = М, = 0 

ERR N 边界 上 (2.1.10) 
若 将 式 (2. 1.7) 代 入 式 (2. 1.9), MERS iB ГЕ 

Brp,Bu = q (2.1.10) 

式 中 


Jn (2.1.12) 


由 上 可 知 ,薄板 弯曲 的 边 值 问题 等 价 其 二 类 变量 泛 函 关于 内 力矩 与 找 
度 的 变 分 问题 ,或 者 等 价 于 二 类 变量 泛 函 的 驻 值 问题 
2.2 基于 二 类 变量 广义 变 分 原理 的 
广义 变 分 法 

上 节 论 证 了 薄板 弯曲 的 广义 变 分 原理 . 对 于 薄板 的 振动 与 稳定 问 
题 ,二 类 变量 广义 变 分 原理 也 成 立 . 本 节 介 绍 基于 二 类 变量 广义 变 分 原 
理 的 广义 变 分 法 求解 薄板 的 弯曲 ,振动 与 稳定 问题 - 

对 于 和 矩形 薄板 弯曲 、 振 动 与 稳定 分 析 的 二 类 变量 的 泛 阻 ,在 齐 次 边 
界 条 件 下 ,定义 为 

m, =|[м'В ап 一 | LuDa M аа — [саа 


一 | Tatan 一 | SON бап 
п п 


RP ww 为 薄板 自 振 频 率 ,m 为 质量 密度 ,入 为 薄板 中 面 力 . 


w wy р [N М» 
| 
设 内 力矩 与 位 移 的 独立 场 函 数 分 别 为 
M= Nu(z,y)r te == N.(z,y)a 
式 中 
gry) 0 
Мм= Nw = Py) 
0 (х,у) 
ræ с а] 


(2.2.1) 


(2. 2. 2) 


(2. 2. 3) 


(2.2. 4) 


(2.2. 5) 


РАСУ азу) асосу Мы, N 选择 ,是 根据 力 和 位 移 的 相 


应 边界 条 件 来 确定 ,它们 都 是 坐标 х,у 连续 函数 . 


现 将 式 (2.2.3) 一 (2.2.5) 代 人 (2.2.1), 由 二 类 变量 广义 变 分 原 


理 , 即 


式 中 
K. = Nip, Nuda, K. = [мв Nan 
п 


п 


(2.2.17) 
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M, =[ямм,дп, Ke = [етм май 


п п 
| [Ne әм 
М, = | (2.2.8) 
b: L дг ду 
Р=[хщаа (2.2.9) 
п 
对 于 薄板 弯曲 问题 ,有 


— Kunu : К.м £ 0 
Е l w Fi Р | ү 


对 于 薄板 的 振动 问题 ,由 式 (2. 2. 6) ,得 板 的 振动 模 态 方程 为 


R- ®Мда= 0 (2.2.11) 
对 于 薄板 的 稳定 模 态 方程 为 
K- Кда= 0 (2.2.12) 
式 中 | Д 
R= KiuKuhKuu (2.2.13) 


式 (2.8.10),(2.2.11),(2.2.12) 和 (2. 2. 13) 分 别 为 基板 弯曲 ,振动 与 
稳定 分 析 的 基本 公式 ， А 


23 数值 算 例 


根据 上 节 导出 的 基本 公式 ,对 薄板 的 弯曲 、 振 动 与 稳定 问 题 作出 具 
体 解答 . 四 边 简 支 矩形 薄板 承受 分 布 与 均 布 荷载 分 别 为 9= asin T 


X sin FPA 9, АВ 2.1. 


2.3.1 薄板 的 弯曲 问题 
设 内 力矩 与 位 移 场 函数 分 别 为 


w= N. (z,y)a 


9 
ДТК 
) 
9 


式 中 
[sin Fsin Е 
7 ) = | ау 
Nu(z.y) | sin Tsin Z 
| 
лт. лу 


Мы(т,у) =sin 1З" Т? r= [cd 
根据 上 述 场 函数 的 具体 形式 .由 式 (2. 2. 7) 可 算得 


1.1. 
Kun = j [ NED; Nuada 
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r 12 L: 
-uË 0 
Б 12 0 
DO — | “4 4 
5 > 4 FØL 


LL А 
Р маха "еп Tyan 1. 
° 
对 于 均 布 荷载 情况 
LL 2 
q = go P= ПЕ dQ = “2 


于 是 ， 薄板 杰出 问题 的 系统 方程 由 式 (2. 2. 10) ,对 于 分 布 荷载 情况 ,有 


г 12 12 ‚л? 
фы. TEE 9 i т 
一 1 э р im b 
DA- “4 1 0 л < 
)L w|] а 
КИ Фе ва 
= ж л 
+ а T Ё 
0 
0 
ч 0 
"ы? 
4 
从 上 式 解 得 
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gÚ L: 
a 


12 


q L: 


4D < 一 (1 十 Ap 


go 
22,4 


(1 


0 ат 
表 2-1 四 边 简 支 方 板 承受 正弦 荷载 时 板 心 挠 度 、 弯 和 矩 与 角 点 扭矩 值 


方 法 Dyw/qol* М,/чды1^ М„/ды12 
广义 变 分 法 0. 002566471 0. 0329294 0.0177312 
S. Timoshenko 0.0025665 0.03293 0.018041 


[25] 


表 2-2 ПУЖ D SE G Et fs sa nie (k 


方 法 Dr w/qol* M,/qo1.: M,,/q|a12: 
广义 变 分 法 0. 0041606 | 0.053381 0. 02874475 
S. Timoshenko 0. 00416 0.054318 0.0297759 

125] 
精确 解 | 0. 00406 0. 0479 0. 0325 


2.3.2 四 边 简 支 方 板 的 最 低 自 振 频 率 的 计算 


在 式 (2. 2. 11) 中 ,有 质量 矩阵 M;, 由 该 式 得 


.pL а 
М, = | | mNIN „dN = m 


根据 式 (2. 2. 13) ,计算 К 


R= ККК м 


即 
KeuK uK um 


г" л? л? 1 


44 lol 


0 


Н 


© 


12 


а +017 
2 


|А, |А, >|, 


于 是 由 式 (2. 2. 11) ,得 薄板 最 低 自 振 频率 的 特征 方程 为 
IK— wM| = 0 
由 上 式 得 


2.3.3 四 边 简 支 薄板 单 向 最 小 临界 荷载 的 计算 
由 式 (2. 2. 8) ,计算 几何 刚度 矩阵 
K = [ху мла = | S N.| F) cos Esin? aa EN, 
由 式 (2. 2. 12) 得 临界 荷载 的 特征 方程 为 
IK- Kel = 0 
由 上 式 解 出 薄板 单 向 最 小 临界 荷载 值 为 


м, = Рк = 39.4784 2 。 《与 精确 解 相同 ) 


2.4 多 变量 样 条 有 限 元 法 解 薄板 弯曲 问题 


薄板 的 弯曲 问题 ,已 有 多 种 方法 ””” 可 以 求解 . 但 是 ,直接 求 得 
二 类 变量 值 ,这 类 方法 还 较 少 ,本 节 基于 二 类 变量 广义 变 分 原理 ,采用 
样 条 函数 构造 两 类 场 函数 ,导出 多 变量 样 条 有 限 元 法 计算 格式 . 这 里 ， 
给 出 若干 数值 算 例 ,由 于 位 移 w 与 内 力矩 M;,M,,M,, 四 个 变量 同时 
给 出 ,因此 ,位 移 与 内 力矩 的 精度 均 较 高 . 设 薄板 边界 分 别 为 简 支 . 固 支 
与 自由 ,如 图 2. 2 Вт. 


自由 边 


图 2.2 各 种 支承 的 矩形 薄板 


2.41 场 函数 

薄板 的 位 移 场 函数 与 力 场 函数 均 由 三 次 了 B 样 条 函数 来 构造 , 即 有 

(М, | 
wt | 


M... 
Ф) Фу) 0 1 


= Ф‹х)бўФ‹ у) 
0 PDOP) 


ь 


1б г 
= 


(2.4.1) 


=Ф(х)@Ф(х)О (2.4.2) 
RP ,@B(r),@(y) 详 见 第 一 章 式 (1. 11.1). А,В,С DD 都 是 待 求 常数 . 


2.42 多 变量 样 条 有 限 元 法 方程 
将 式 (1.11.1),(2.4.1) 与 (2.4.2) 代 入 式 (2.2.1), 根 据 二 类 变 基 
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广义 变 分 原理 ,有 


ӘП,, ӘП, ӘП, 3ll,, 
MAT- 
0 
0 
К (2.4.3) 
0 
Р 
оо ю oo ру доо 
4 @ 4 部 нА @ A 0 
F= - а» @ де 0 
对 称 z мчс 49 Фа" 
(2.4.4) 
H= [— А? А — AY Q А? — 24% Q дау (2. 4.5) 
对 于 分 布 荷载 ,荷载 列 阵 为 
P= fhao 9 Фад (2.4.6) 
п 


对 于 集中 荷载 ,荷载 列 阵 为 
P= PEE) Q E) (2.4.7) 


式 中 ,6,7 为 集中 荷载 的 作用 点 坐标 . 
L 
Аў? = етажа: (z = г,у;і, ј = 0,1,2) (2. 4.8) 


式 (2.4. 8) 详 见 第 -- 章 中 有 关公 式 . 
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2.5 多 变量 样 条 有 限 元 法 解 薄板 的 振动 与 稳定 问题 


若 考虑 薄板 自由 振动 与 稳定 性 问题 ,在 式 (2. 1. 6) 中 ,需要 引入 薄 
板 的 动能 项 与 中 面 力 势 能 项 ,这 时 薄板 在 齐 次 边界 条 件 下 的 二 类 变量 
广义 势能 泛 函 改 为 
IL, = [маа =: 3 [we p; мао 
п п 


ЕСЕ СТИ 


0 n 
将 式 (2.4.1) 与 (2.4.2) 代 入 (2.5. 1), 根 据 二 类 变量 广义 势能 原理 ,得 
下 列 方程 组 


а 
m | 2 | 
I | 02.5.1) 
Го: 0 | r | 0: 0 | r \ 
„е, ы + 70р > 本 
|; ам] р | | 2 
式 中 
т=[А' Br Сү (2.5.3) 
М, =m А? Q AÑ (2.5.4) 


Ko = А! Q А Nz + (A? Q AWN a + АИ @ Ай N.,) 


+ А" А! N, (2. 5.5) 


26 数值 算 例 


根据 上 面 所 建立 的 计算 公式 ,我 们 编制 了 计算 程序 ,下面 一些 数值 
算 例 是 在 VAX-11/780 超级 小 型 计算 机 上 实现 的 ,其 计算 成 果 列 于 下 
述 各 表 中 . 
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设 有 四 边 简 支 与 固 支 方 板 , 分 别 受 均 布 荷载 和 板 中 点 处 的 竖 直 集 
中 荷载 .已 知 板 的 弹性 模 量 ==2. 6х 10-kN/m?, 板 厚度 1=0.1m, 板 
长 上 = 二 5m, 泊 松 比 x=0.3,g==1kN/m?,P=1kN. 计算 结果 列 于 表 2-3 
与 2-4 中 . 
R23 四 边 简 支 板 的 中 点 挠 度 与 弯 矩 值 


方法 网 格 _ 均 布 荷载 集中 荷载 Е 
| wm) M,KN-m/m | wm) — M,(kN-m/m) 
多 变量 样 条 4x4 | 0.1145667 — 1.2906447 | 0.01276787 0. 2453077 
有 限 元 法 6x6 | 0.114362 1. 2080810 | 0. 01254380 0. 2735119 
man 0.1066370 1. 1971500 ! 0. 01218080 
[25] | 
R24 ПАФ КАНЕВ БА 
方法 网 格 均 布 荷载 集中 荷载 
Es; Ma = seks, 
| w . M w M, 
多 变量 样 条 4X4 0.0331497 0. 5244000 |0.0057353] 0. 1745660 
有 限 元 法 6х6 | 0.0331764 Ø.5799510 | 0.0058459 0.2194220 
жан 0.0332147 — 0.5742628` | 0.0058926 
5J 


对 于 薄板 的 自由 振动 问题 ,由 式 (2. 5. 2) 可 得 板 振动 的 模 态 方程 和 


特征 方程 

K- MM)D= 0 (2.6.1) 
和 

IK- 2M,| = 0 (2.6.2) 
式 中 m | 

R=- НЕН (2.6.3) 
对 于 薄板 的 稳定 问题 ,其 特征 方程 为 

IK- Kol = 0 (2.6.1) 


有 了 公式 (2. 6. 2),(2. 6. 4),(2. 5. 4), (2. 5. 5) 和 式 (2. 6. 3) 之 后 ,就 可 
以 用 它们 来 计算 薄板 的 振动 和 稳定 问题 . 下 面 ,给 出 若干 数值 算 例 ,其 
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计算 成 果 分 别 列 于 下 述 各 表 中 . 
表 2-5 四 边 简 支 板 自 振 频率 


man 多 爸 量 样 条 有 限 元 法 | нанги: 
ез — Н EPP 
Ж 19.73387 | 19.74 
Ж 19. 34739 | 49. 35 
© 78.95469 | 78.95 
м 98. 70766 98. 64 
w= 0.3 
R26 ”四边 简 支 板 在 细 分 网 格 下 自 振 频率 收敛 情况 
网 格 ора “а “ыз 
C axa | 19.73923 49. 38513 79.01062 100. 75174 
6x6 19. 73886 49.34992 | 78.85966 98. 79032 
вхв | 73387 49. 34739 | 78.95649 98.70766 
R27 四 边 固 支 板 在 细 分 网 格 下 自 振 频率 收 剑 情况 
F т} r 7 
网 格 j Ç “l _| wzi | % 
1X4 1. 36. 01731 73. 74091 | 108. 82559 | 
6х6 35. 99366 | 73.43199 | 108. 32896 32. 00426 
73.40506 | 108.25762 131. 64781 
їз. 11 тов. з0 131.60 


R28 两 对 边 简 支 , 另 两 对 边 固 支 板 ,在 网 格 细 分 下 的 自 振 频 率 收敛 情况 
网 格 | = о оу | a | œ wo 
4x4 28. 95979 | 54. 86541 69. 59309 | 94.90040 | 104.38136 131. 9073% 


6х6 |28.95244 | 54.76415 69. 33943 94. 62939 | 102. 36386 | 129. 15341 


8х8 |28. 95030 69. 32851 | 


69. 32 | 
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R29 一 边 固 支 , 另 三 边 简 支 板 , 在 细 分 网 格 下 , 自 振 频率 的 收敛 情况 


网 格 | P: | а os P 
Fh <4 T 23.65015 È 58.74947 Í ве. 28145 102. 36620 
6х6 ! 23.64658 51. 68347 58.65156 85.15998 100. 38531 
8x8 | 23.64513 51. 67347 58. 64604 | 86. 14058 100. 28543 
[44] Í 23.64 51.67 | 5865 | 86.13 10C.3 
Е. аси 下 面 给 出 若干 数值 算 例 ,其 计算 结果 列 于 下 述 
表 2-10 四边 简 支 板 的 临界 荷载 值 
mm | мї | ”多 变量 样 条 有 限 元 法 。 ”| MAM] 
Е 1.1 8x8 39.47793 39. 4784 и 
2.1 8x8 61.68469 51. 6850 
3.1 5х8 109. 67264 109. 6513 
2.2 8х8 157. 90319 157. 9137 
3.2 8x8 185. 32854 185. 3292 


жоп 四 边 简 支 板 ,在 细 分 网 格 下 ,临界 荷载 的 收敛 情况 

网 格 Вг L Bs B: йг 
аха | 100.73963 | 118.88789 | 191.66954 | 256. 44552 466.21 
6х6 | 99.52531 115. 06507 | 197. 60793 | 246. 52496 280.6 
8х8 | 99. 45093 114. 69134 | 193.01726 | 245. 88824 268.37 

表 2-12 一 边 固 支 , 另 三 边 简 支 ,在 细 分 网 格 下 ,临界 荷载 的 收敛 情况 
网 格 Br Bi B: Bi 8: 
аха | 56.67126 67. 75257 116.69423 | 188. 38025 | 203.27509 
6х6 | 56. 65626 67. 65720 113. 32440 | 182. 69057 | 188. 01094 
8х8 | 56. 65462 67.64323 | 113.21436 | 180.98572 | 187. 95581 
10х10 | 56. 65325 67.63533 | 113.19552 | 180.82361 | 187. 93956 
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表 2-13 各 种 形式 的 板 的 临界 荷载 值 


板 形 式 网 格 | 多 变 基 样 条 有 限 元 法 精确 解 [26- 

1x4 1 39. 17838 39. 4784 
5555 sx | 39. 17815 

8x8 j 39. 47793 

1x1 ИШТИ ТИШ 99.3869 — 
FFFF 5х6 99. 52531 | 

8х8 99. 15039 

ха | 76.17279 = 75.8973 
FSFS 8х6 75. 96350 

8х8 75. 92529 

a I ixi Г z 67.3 x. Р 66. 5211 Г 

SFSF 6x6 | 66.5 

8X8 | 66. 55947 

АЕ ыны 
` вх БА 
2.7 ЗЕН ЕЕ ЖИ ИЕЛИ И НЕЕ ЖОН J AK 


弹性 地 基板 结构 在 工程 上 有 着 广泛 应 用 , 随 着 科学 技术 和 工程 建 
设 的 迅速 发 展 ,弹性 地 基 模 型 及 计算 方法 也 得 到 了 相应 的 发 展 ,如 地 基 
模型 有 文 克 尔 地 基 、, 符 拉 索 夫 地 基 及 半 无 限 弹性 体 地 基 等 . 它们 适应 于 
不 同 的 实际 地 基 情 况 ,在 计算 上 有 多 种 方法 ,如 有 限 差 分 法 .有 限 元 法 、 
边界 元 法 和 样 条 有 限 元 法 等 . 本 节 将 介绍 多 变量 样 条 有 限 元 法 在 弹性 


地 基板 上 的 应 


对 于 文 克 尔 弹性 地 基板 弯曲 ,振动 与 稳定 问题 ,在 齐 次 边界 条 件 
下 ,其 二 类 变量 广义 势能 泛 范 定义 为 


П,, еж 


[м хао ~ 4 [mom ап — faman 
` C Soal a 7 Г Е п 


n np 


га [ех Qan ewan — [таа (2.7.1) 


式 中 心 为 弹性 地 基 常数 ,由 实验 确定 . 3| À k ЙА E A 为 弹性 
振动 特征 值 . 

将 位 移 与 力 的 场 范 数 , 即 式 (2.4. 1) 与 (2.4. 2) 代 入 式 (2. 7. DAR 
据 二 类 变量 广义 势能 原理 ,就 得 到 弹性 地 基板 的 多 变量 样 条 有 限 元 法 


方程 如 下 : 
А 
е 
HË K,|) C 
pal 
0 W | A | A | 
0 0270р 8 0:07) В 
=] o Ё 7] ë ү ок. c 
F| A El 


(2.7.2) 
式 (2.7.2),(2.4.3) 与 式 (2.5:2) 基 本 相同 ,只 有 弹性 地 基 刚 阵 K, 是 
新 引入 的 ,其 表达 式 为 
K; = k.A” Q А? (2.7.3) 
根据 式 (2. 7. 2) 可 分 别 得 到 文 克 尔 弹性 地 基板 的 弯曲 ,振动 与 稳定 
问题 的 方程 如 下 :对 于 弯曲 问题 ,有 


A 0 
F H| B 0 

дее мау (2.7.4) 
H": K|) С 0 
P 


对 于 振动 问题 


(-- H'F- H+ Ks: — АМР (2.7.5) 


对 于 稳定 性 问题 
(— H'F 'H+ Ke — KòD= 0 (2.7.6) 
根据 式 (2.7.4),(2.7.5) 与 (2.7.6) 即 可 计算 弹性 地 基板 的 弯曲 、 
振动 与 稳定 性 问题 . 下 面 根 据 上 述 计 算 公 式 , 编 制 了 计算 机 程序 ,给 出 
若干 数值 算 例 的 结果 ,列表 于 下 . 


表 2-14 四 边 简 支 弹性 地 基板 中 点 处 的 挠 度 与 弯 矩 值 , 板 承受 均 布 荷载 


网 格 АСТА L м,/12 M,/q12 
сажа 0. 00106299 004783820 0. 04783819 И 

k= 0 6х6 0. 00406251 | 0. 04787836 0. 04787837 
8х8 0. 00106247 0. 04788553 0. 04788527 

[25 0. 00406 | 0.0478 0.0478 

- axa | 0.00401026 | 0.04716437 0.04716437 _ 

k=5 6x6 | 0. 00400934 | 0. 04720538 0. 04720547 
8x8 0. 00400980 0. 04721240 | ° 04721251 
Ё аха | 0. 00321323 0.03699015 0. 03699016 
k=100 6х6 0. 00321370 0.03704277 | 0. 03704283 
8x8 0. 00321376 0. 03705036 0. 03705054 


表 2-15 ДЖЕЛИ АКАН БЕ ë ЗЕЕ 


网 格 *D,/PL2 M,/P МР 
k=0 8х8 0. 01158290 0. 30245459 o. 30245376 
k=5 8x8 0. 01145236 0. 30075213 0. 30075252 
k=100 8x8 0. 00947683 | 0. 27489784 0. 27489838 
| _ x 
[25] | 
® 0.0116 
k=0 {| 
L 
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#216 ”四 边 固 支 弹性 地 基板 中 点 处 的 挠 度 与 弯 甜 值 , 板 承受 均 布 荷载 


网 格 wDs/qL* M,/q12: M./ql: 
k=0 8х8 H 0.0126547 0. 02282157 0.02282151 Е 
[431 0.00126532 0. 0229051 0. 0229051 š 
k=5 8х8 | 0. 00126032 | 0. 02271701 0. 02271698 Е 
k=100 8х8 0. 00117055 0. 0287563 0. 02887559 
#217 ”两 对 边 简 支 , 另 两 边 固 支 弹性 地 基板 中 点 处 的 
挠 度 与 弯 矩 值 , 板 承受 均 布 荷载 
网 格 0рьіА | ГАТЫ Myg12 
k=0 8х8 0.00191725 Wi 0. 02437094 0.03319115 
[25] 0.00192 1 о.о 0. 332 Е 
k=5 8х8 0. 00190544 u 0.241899 | 0. 03296587 i 
k=100 8x8 0.00170500 0. 02128551 0. 02914535 Г 


#218 一 边 固 支 , 另 三 边 简 支 弹性 地 基板 中 点 处 的 
HESTER BRESAR 
网 格 xD, 414 M,/q12 M,/ql.: 
k=0 10х10 0.00278551 0. 03388780 0.63918416 I 
[25] 0. 0028 | 0.034 0.039 x 
k=5 10х10 | 0. 00278019 0. 03354631 0. 03879767 l 
k=100 10х10 0.00235216 | 0. 02804886 0. 03257535 į 
і 


„64+, 


表 2-19 ”四 边 简 支 弹性 地 基板 的 自 振 频 率 . 板 剂 分 为 不 同 网 格 
网 格 8° s 
1x4 22.12875 T 79. 64095 101. 24675 — 
k=100 6х6 22.12721 | 79.59083 99. 29522 
8х8 22.12417 79. 58733 99. 2127: 
[РТ 19.86536 | 49. 13576 79. 04226 100. 77653 
= вв | 19.86563 — 49.40061 | 78.99137 98.81565 
Е 8х8 19.86105 _ | 49.397798° 78.98844 | 98.73292 
1х1 19. 73923 I 49.38513 79.01062 100.75174 
k=o exs | 19.73886 | 78.95966 98.79032 
8x8 19.73381 | 78. 95649 98. 70766 
[48] 19.74 | | 78.95 98.64 


网 格 B: 
лла | 36.01713 | 73.74091 | 108.82559 | 134.59386 — 
k=0 6x6 35.99368 | 108. 32896 132. 00126 
8x8 35. 98793 
ШТУ 35.99 I 
рка | 36.08667 73.77477 108.84856 134. 61244 
k=5 6x6 36. 06297 | 73.46604 108. 35204 132. 02321 
_ 8x8 36. 05709 т.1390 | 1082807 | I3l 66678 _ 
1x4 37. 37978 74.11585 109. 28408 134. 96483 
#=100 6x6 37. 35698 74. 10978 108. 78954 132. 38249 
8x8 37.35135 ,| 74. 08309 108. 71854 132. 02705 
表 2-21 两 对 边 简 支 , 另 两 边 固 支 弹性 地 基板 的 自 振 频 率 
网 格 n 
д0 8x8 | 28.95030 | 54.74785 | 69.32851 | 94.59936 | 102.24642 
Tas] 28.95 | зыт | 69.32 94. 59 1022 — 
4100 8x8 30.62778 | 55.65341 | 70.04597 | 95.12680 | 102.85112 


+ 65 ° 


#222 ”一边 固 支 , 另 三 边 简 支 弹性 地 基板 自 振 频 率 


网 格 а 
Е 0—0 8x8 23. 61313 Е | 58.54604 | 86. 14058 T 100. 2854; 
tze] [эзы | 51.67 | 5865 86.13 | 100.3 — 
k=100 8x8 | 25.67234 | 52.64376 | 59.51242 | 86.7395 100. 91335 


表 2-23 两 对 边 简 支 , 另 两 边 固 支 弹 性 地 基板 的 临界 荷载 


网 格 B: 
100 10х10 | 78.44795 95.05546 118.76863 184.45959 Я 
k=0 8X8 | 75.92520 84.92478 117.67709 184. 01385 
[48] 75.8973 n 


R24 ”一边 固 支 , 另 三 次 简 支 弹性 地 基板 的 临界 荷载 
网 格 | GA 


k=100 10X10 | 66.78571 70.17223 114.32134 181.45645 190. 47241 


м8" 0 


2.8 样 条 有 限 元 法 解 中 厚度 矩形 板 弯曲 


基于 经 典 薄板 理论 的 数值 分 析 , 已 有 大 量 的 研究 工作 ,如 有 限 差分 
法 路 有限 元 法 中 、 有 限 条 法 中 、 样 条 有 限 元 法 "等 . 对 于 确实 为 薄板 
的 情况 ,应 用 Kirchoff 假设 ,是 有 足够 的 精度 . 但 对 于 非 各 向 同性 体 的 
薄板 和 不 是 较 薄 的 板 ,应 用 经 典 薄板 理论 来 分 析 问 题 将 会 产生 较 大 的 
误差 ,这 是 由 于 未 考虑 板 的 横向 剪 切 的 结果 . 近 20 年 来 , 厚 板 的 解法 得 
到 迅速 发 展 ” .本 节 应 用 乘积 型 二 元 三 次 B 样 条 插值 函数 ,应 用 势 
能 原理 建立 厚 板 的 样 条 有 限 元 法 计算 格式 ,并 给 出 若干 数值 结果 . 


2. 8. 1 基本 方程 
米 特 林 (Mindlin R. P. )575 提 出 了 基于 铁 木 生 柯 (Timoshenko ) Ж 
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梁 理 论 的 中 厚 板 弯曲 的 解法 . 根据 米 特 林 板 理论 的 假设 ,中 厚 板 的 广义 
位 移 为 
u(r,y) = z0,(z,y) 
о( г.у) = z0,(r.y) (2.8.1) 
to(r.y) = wlr., y) 
式 中 ,w.0.,9, 分 别 为 沿 z 方向 的 挠 度 和 xz 与 yz 平面 的 转角 . 沿 板 单 
位 长 度 上 的 弯 矩 ,扭矩 和 剪 力 可 以 用 广义 位 移 来 表示 ,它们 的 矩阵 表达 
式 如 下 : 


M=[M..M,,M ]" = D,D"A (2.8.2) 
Q=[Q,.Q.J' = GE'A (2. 8. 3) 
式 中 ,DD 和 上 分 别 为 矩阵 微分 算 子 , 其 形式 为 
ro 0 0 
ЫЕ 
D= | 到 © эу (2.8.4) 
з al 
0 J Эт) 
Г д д 
дт ду 
E=|_| 0 (2.8.5) 
` “0 —1] 
D,.C, 分别 为 板 的 弯曲 与 剪 切 刚度 阵 . 其 中 
A= Го 0, 8] (2.8.6) 
Е 5Et EFS ~ 
С,= ТИТ +» D k.Gt ,k, = 6 
Et 
D,= па — 5 (2.8.7) 
HEARE E 是 杨 氏 模 量 . 


应 用 广义 位 移 分 量 表示 的 平衡 方程 式 如 下 : 
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«0,8; + C, A= P (2.8.8) 


式 中 ,矩阵 微分 算 子 为 
ro 0 0 
È 1—2, date ё, 
В! = да? 2 ду? 2 Әхду (2.8.9) 
1 + # Ф ba We ar d 
|0 Ç 2 aroy Оу! + 2 эт? 
г 2 Ф д д 
9 D Ta y 
Ар =: 9 
Cy= 1 0 (2.8.10) 
д 
| 75у j ; 
荷载 向 量 
Р = [4 m, m] (2.8.11) 
0, = 0, М, = 0 
(2. 8.12) 


板 的 边界 条 件 , 简 支边 , w = 0, 
固 支 边 ,w 王 0， 0, = 0, = 0 
自由 边 , M, = M =Q, = 0 
对 于 齐 次 边界 条 件 下 ,中 厚 板 的 总 势能 泛 函 为 


>fe ajay + Hatay Jaa 


I,(w,0,.0,) = 
0 
+0 [Uta + aaraa — [арав C2.8.13) 
n n 
式 中 
(2.8.14) 
(2.8.15) 
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根据 最 小 总 势能 原理 ,对 于 简 支 边界 情况 .有 
ёП „(те ,0,,0,) 


=D, fas Bada + Cos Ciada — [ea'P da = o 
gE S УР g 


r 
(2.8.16) 
式 中 
Br= аа + (1 — )/2 + aaf (2.8.17) 
C= СТС, — СІС, (2.8. 18) 
在 边界 上 
w= М,=М,=0 (2.8.19) 


由 于 变 分 4 为 不 等 于 零 的 任意 微小 值 ,所 以 由 式 (2, 8. 16) 得 到 板 
的 平衡 方程 及 边界 条 件 为 式 (2.8. 8) 和 (2. 8.12). 


2.8.2 ” 样 条 有 限 元 方程 
应 用 样 条 函数 构造 中 厚 板 的 位 移 场 函数 为 


a= W (r.y)W . (2.8.20) 
式 中 
=[А” B" Cy (2. 8. 21) 
[® =› OY) 0 
y= PDOP) 
I 0 $G) OD) 
(2.8. 22) 


其 中 ,4,8,C 为 待定 常数 列 阵 . 
HAO. 8. 20) 代 入 式 (2. 8. 13) .得 离散 型 总 势能 泛 函 
DBA @ AVB э A! @ АРСА СТА? @ At 


— (1 — р) /2(BTA% Q A} B+ 2ВТА" Q) APC СТА! 


@ AC] + Gitaran Q А?А— 2АТ А Q АВ 
— ВТА Q АЎВ+ АТА? Q АПА — 2А7А @ АУС 
— СТА @ АЛС] 一 ArP— М, — C'M, (2.8.23) 
ӘП, ӘП, ӘП у РЕ 
АНЕ о S= 0 RRRA ЛЕЛЕ 


к, К. фә q | 


а) рр 
з RBA (2.8.24) 
对 称 к.с) | 


式 中 
K. = G,[ А? @ А? + А? @ Ау] 
K, = — C, AL Q AS 
K = — C,A% @ AY 


q — p, a” @ A! + C, АУ 


К» = А? @ Ау + D,Q — 9/24% А” 


К» = D,AY Q AY + 


К» = D,A” Q A} + (1 — и) /2р,А" @ A? + CA? Q Ау 


(2.8.25) 
式 中 


Ай = Kas (z= х,у») = 0,1,2) (2. 8. 26) 
А =] pre 
RO. 8. 26) 见 第 一 章 , 第 1.11 节 中 的 公式 . 荷载 列 阵 为 


P= ], qz) (z) Q Ф"Су)4хду (2.8.27) 
M. = T, mD) O Фуа у (2.8.28) 
М, = wo? Q Ф'(у)ахӣу (2. 8. 29) 
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2.8.3 数值 算 例 
根据 上 面 提出 的 计算 公式 ,编制 了 计算 程序 ,若干 数值 算 例 在 


УАХ— 11/780 超级 小 型 计算 机 上 实施 了 计算 ,计算 结果 详 见 下 列 各 
表 . 
表 225 四 边 简 支 厚 板 板 心 的 挠 度 值 , 板 承受 均 布 荷载 
样 条 有 限 元 法 — | 
+ 网 格 WED p gy | iz 有 限 元 解 [13] 
Е п. k= 5/6 | 
0.01 0. 04450 | 0.94439 0. 04438 I 
0.02 8x8 0.0447 = © 
0.05 | 0. 04619 = a 
0.10 | 0. 05037 0. 24632 0. 04628 
0. 20 0.06290 0. 25217 0. 05202 


* 


226 四边 固 支 厚 根 板 心 挠 度 值 , 板 承受 均 布 荷载 (一 0. 3) 


W,D,/qL: 

oo | ооо ббо1269 00230 
0.02 8х8 0.001275 0. 02286 
0. 05 0.001329 0. 02302 
0.10 0.001513 0. 2330 
0. 20 | 0.002204 0. 02391 
[433 0. 00126532 0. 0229051 

表 2-27_ 四 边 简 支 厚 板 , 板 心 承受 集中 荷载 , 板 心 挠 度 值 (“ 一 0. 3) 
[не а анан 
oo | | 0.01127 x 0.01170 ` 
0.02 ax8 | 0.01149 | 一 
0.05 | 0. 01210 0.01219 
0.10 | 0. 01353 | 0.01353 
0.20 0.01815 | 0. 01801 
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表 2-28 四 边 简 支 方 板 ,承受 均 布 荷载 与 集中 荷载 时 ， 


板 心 挠 度 与 弯 托 的 收敛 情况 (一 0. 3， /6) 
"п, 网 格 7. ена ; «бы 
А М/Х WDs/ ЫХ 
4х4 0. 004104107 | 0. 04833188 0. 01028034 
0.01 6x6 0. 00408372 | 0. 04895766 0. 01093146 
8х8 0. 00407449 0. 04803950 0. 01126989 
4х4 0. 00410165 0. 04931442 0. 01067353 
0.02 6х6 0. 00410024 0. 04847669 0. 01123339 
8х8 0. 00410232 0. 04813090 0. 01148685 
4х4 0. 00422292 0. 04932239 0. 01143630 
0. 05 6х6 0. 00123986 | 0. 04913591 0. 01188542 
8x8 0. 00425771 l 0. 04908513 0. 01209482 
4х4 0. 00456354 | 0. 05002678 0. 01278116 
0.10 6х6 0. 00460126 | 0. 05099391 0.01328439 
8x8 0. 00461627 | 0. 05081454 0. 01353102 
4х4 0. 00560048 | 0. 05312306 0. 01675381 
0. 20 6х6 0. 00567162 | 0. 05450966 0. 01775895 
8х8 0. 00575885 | 0. 05514734 0.01815516 


R22 四 边 固 支 方 板 ,承受 均 布 荷载 与 集中 荷载 时 , 板 心 
挠 度 值 与 查 矩 值 的 收敛 情 况 (# 一 0. 3 一 5/6) 


үң И WI ГТ 

W.D,/qLA Mial? W.D,/PI2 

oo | 4x4 | 000118303 0. 02426349 — 0. 00423481 
6x6 0. 00128179 0. 02488966 0. 00499046 
8х8 0. 00126869 0. 02300789 0. 00527053 
0.02 4х4 0. 00128843 0. 02580594 0. 00474239 
6х6 0. 00128091 0. 02355717 0. 00521562 
8х8 0. 08 27505 0. 02285827 0. 00543567 
0. 05 4х4 0. 00134607 0. 02469923 0. 00532795 
6х6 0. 00132884 0. 02307256 0. 00566055 
8х8 0. 00132856 0. 02301476 0. 00583085 
0.10 4х4 0.00151910 0. 02402018 0. 00630681 
6х6 0. 00151281 | 0. 02331564 0. 00669363 
8х8 0. 00151285 0. 02329729 0. 00691285 
0.20 4х4 0. 0022057 0. 02424926 0. 00957075 
6х6 0. 00220394 0. 02392894 0. 01041185 
| 8х8 0. 00220389 0. 02390840 0.01099025 
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2.9 样 条 混合 有 限 元 法 解 中 厚度 矩形 板 的 弯曲 
291 厚 板 的 二 类 变量 广义 变 分 原理 


在 齐 次 边界 条 件 下 ,中 厚度 板 的 二 类 变量 广义 势能 泛 函 定义 为 
IL, -Í MX dn + | QY dn — | 了 DT ао 
а- ~ a~ ~ К Мены 


> [есе dû 一 Јат ай (2.9.1) 
式 中 
X= -D'a, у=—Е'А (2.9.2) 
关于 广义 位 移 与 广义 力 的 变 分 ,二 类 变量 广义 势能 泛 函数 的 驻 值 ， 
有 下 列 方程 


Ən, = 0 
[емтағаа ру'моао + | до'‹ЕТА+ croan 
MDT AD ‚бе Bat C;'Q 
+Í M'D'SAdN + | QETA dA — Í 5APrd0 = 0 
ах ~ ~ a ~ ~ a~~ ~ 
对 简 支 矩形 厚 板 ,积分 上 式 的 第 三 .四 项 ,并 利用 板 的 边界 条 件 , 考 虑 到 
各 变 分 54,6M,5 Q 均 为 彼此 独立 的 不 等 于 零 的 任意 微小 量 , 所 以 .我 


们 得 欧 拉 方 程 为 
- D'A= рме x 


— ЕД= C;'Q= У (2. 9.3) 
DD,D'A+ EC,ETA= Р (2.9.4) 

亦 即 
(DB + C,C;)Aa= P (2.9.5) 

其 中 
x= [— bar — Oys — Ory + 0,.,y 7 (2.9.6) 
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Z= [(— u, = 0) КЕЯ 0.) (2.9.7) 


2.9.2 样 条 混合 有 限 元 法 方程 组 
下 面 应 用 乘积 型 样 条 插值 函数 来 构造 二 类 场 函数 . 


M= P (т, у), (2.9. 8) 
式 中 
W, = САС (2.9.9) 
Q= V..Cr.y)W, (2.9.10) 
式 中 
W. = ZA:BCT (2.9.11) 
A= Ж (х,у), (2.9.12) 
式 中 
BCJ" (2.9.13) 
Ф (т) ОФ (у) 0 1 
(х,у) = BT) BP) 
0 Pr OS W) 
(2.9.14) 
[Ф G) @Ф‹у) 0 F 
zy) 一 | š Е (2.9.15) 
кы 0 es ua] > 


EEEE ABC (i=1,2,3) 均 为 待定 常数 ,其 中 
Ф (z) = [Ф (х) Dr) @, (z) Brr) Фу.ү(х)] Cr = ry) 
(2.9.16) 
ЕФ Ф102) .Ф, (к). Фу (CCzr) 详 见 第 一 章 式 (1. 11. 1). 


тъ 


HRO. 9.8) 至 式 (2. 9. 16) 代 入 (2. 9.1) ,根据 厚 板 的 二 类 变量 广 
义 势能 原理 ,得 样 条 混合 有 限 元 方程 组 
К. еН а і] 0 | 


HUK] W. [` PJ (2.9.17) 


Е= 
E 9 1 
о 
па © av | 
l А, zA 
L ЫЕ 
(2.9. 18) 
` 0 — A? А" 0 - 
9 0 - АСА" 
Н = 0 -AP QA! — А ОА" 
АО А” — АРА 0 
А? @ А? 0 -Qar 
š I ig A ек 3 
(2.9.19) 


а= [А!С\А?ВГЇ 


(2.9.20) 


其 中 


= 259, з= L (2.9.21) 


ҺА? AY 


Ks = 0 


ото то 


0 
Ke 为 弹性 地 基 刚 阵 ,k. 为 弹性 地 基 常 数 . 
根据 上 面 推导 出 的 各 种 算式 ,编制 了 VA 


算 机 程序 ,计算 了 若干 数值 算 例 ,计算 结 果 详 见 


(2. 9. 22) 


о то то 


Х — 11/780 超级 小 型 计 
下 列 各 表 . 


R230 四 边 简 支 厚 板 承受 均 布 荷载 , 板 心 找 度 (一 0. 3) 
time ЖЕЕГИНЕ: Жанр мусс me ыны па асе, Таар аламы 
| 
样 条 混合 有 限 元 法 | > А 
H иё ns | ши | 有 限 元 法 | 杂交 元 法 
Я = 9/ 9 
大 一 0.6 [821 
хах ЕГ АТА 
stai | ка! = 
0.01 0. 04443 | 0.04439 0. 04423 0. 04422 
0.02 0. 04460 = 
0.05 8х8 0. 01566 0.04486 0. 04469 0. 04487 
0.10 0. 01855 0. 04632 0.04612 0. 04669 
0. 20 0. 05723 0. 05217 0. 005186 0. 05255 
— P 


表 2-31 四 边 简 支 方 厚 板 , 板 心 承受 集中 荷载 , 板 心 挠 度 值 

А 网 格 样 条 混合 有 限 元 法 | 有限 元 法 杂交 元 法 [82] 

Е | Wwmax Ds/ 2.5/6 | ke=0.6 = 

0.01 0.01185 | 0. 01170 т | 0.01142 

0.02 0.0119 de ss: 

0.05 8х8 `0. 01230 0.01219 0.01169 

0.10 0.01349 0. 01353 0.01247 
0.01775 0. 01801 0.01533 
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表 2-32 四 边 辕 支 方 厚 板 承 受 均 布 荷载 , 板 心 挠 度 与 棍 矩 值 ( 尖 一 5/6) 


Ахы 

“L 网 格 Wm Ds/qL* M... /qL: 

во 0.001251 I 0.02109 

0.02 0.001261 0. 02133 

0.05 8х8 0.001313 0. 02170 

0.10 0.001484 0. 02206 

0.20 0.002131 0. 02270 
АЧАРЫ Е 

125] 0. 00126532 0. 229051 

[43] 0. 00126319 0. 22905 


表 2-33 四 边 简 支 中 厚 板 承受 均 布 荷载 时 , 板 中 心 挠 度 与 弯 矩 值 收敛 情况 


+ 网 格 w м, м, 
= š 4 а К. L © 
5.0 4х4 0.523190 0.507035] 0.5070348 
6х6 0.524087 0. 5091504 0. 5091505 
10.0 аха 0. 441982 0. 4912573 0. 4912560 
6х6 0. 444114 0. 4940598 0. 4940585 
20 4х4 0. 416274 0. 4827672 0. 4827680 
| 6х6 0.418147 | 0.4847956 0. 4847946 
50 4X4 0.407729 0. 4792774 0. 4792636 
6х6 0.408440 0. 4799705 0.4799907 
100 4x4 0. 406420 0. 4788140 0. 4787797 
6x6 0. 406827 0. 4785641 0. 4790225 
薄板 解 [25] 0. 406 0.479 0.479 
f 
因子 10 |. Её 10-1412 
sasl L 


表 2-34 ”由 边 简 支 中 摩 板 心 承受 集中 荷载 时 


板 心 挠 度 与 弯 和 矩 值 和 收敛 情况 
L 7 
+ 网 格 w | M, M, 
| - 
ч 4х4 0. 1667675 0. 25146431 0. 25146398 
i 6X6 0. 1774439 9. 30564862 0. 30564877 
1070 4X4 0. 1308251 0. 24672315 | 0. 24672283 
4 6х6 0. 1349158 0. 30058026 l 0. 30057967 
20.0 4х4 0. 1206532 0. 24397103 0. 24397087 
) 6х6 0. 1229604 l 0.29704443 0. 29704398 
50.0 4х4 0. 1175098 | 0. 24278483 0. 24278204 
° 6x6 0.1190746 0. 29507631 0. 29508200 
od | 4х4 0. 1170423 0. 24362528 0. 24262205 
о.о | 
х e 0. 0. 
6х6 0. 1184669 0. 29467803 
: 
因子 10 1002 Р P 
М 


982-35 ПЛУТО ТАВОН УБА 


网 格 w M, м, 
5.0 6х6 0. 00213081 Т 0102269593 | 0.02269592 — 
10.0 6х6 0. 00148375 0. 02206368 0. 02206365 
20.0 6х6 0. 00131246 0. 02169894 0. 02169891 
50.0 6х6 0. 00126066 0. 02132627 0. 02132637 
100. 0 6X6 0. 00125143 0. 02109125 9. 02109155 

[25] 0.00126 | 0.0229 0.0229 
I 因子 Л и? qL: 


2.10 样 条 混合 有 限 元 法 解 梁 的 弯曲 


根据 第 一 章 第 五 节 内 容 , 对 梁 的 弯曲 问题 ,二 类 变量 广义 势能 泛 对 
为 
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а ма 
П, | м 94; [eras — [redz (2.10.1) 


现 应 用 三 次 B 样 条 函数 来 构造 两 类 场 函 数 ,它们 是 . 
M = Ф) (2.10.2) 
ш = Ф()В (2.10. 3) 
式 中 , 样 条 函数 D) = [D Ф Ф..--Ф, Bw+1j, 详 见 第 一 章 1.11 节 . 
将 式 (2.10,2) 与 (2. 10. 3) 代 人 式 (2.10.1) 有 
站 === je ФФВах- | zA DO A dz — [roas 


?ЕТ- 
—— дтдивр_ -L дгдюд-. Втр 
= АТАРВ ЗЕТА АРА ВР (2.10.4) 
根据 二 类 变量 广义 变 分 原理 ,有 
ӘП» _„ Ma _ 
ЗА 9, 98 = 0 
即 
£ alfaj 
EI не. Wa e Сте (2.10. 5) 
| P 
式 中 
L 
А; 一 ета. G,j = 0,1,2) (2. 10. 6) 


式 中 (2. 10. 6) 具 体 表达 详 见 第 一 ж 节 中 各 式 . 
P= |ы: (2.10.7) 


根据 上 面 各 算式 ,编制 了 计算 程序 . 下 面 给 出 简 支 梁 与 固 支 梁 的 算 例 . 
其 计算 结果 列表 2-37. 


表 2-36 简 支 梁 受 均 布 荷载 时 梁 中 点 处 的 挠 度 与 弯 矩 值 


一 一 一 一 一 一 


网 格 Elw/qL: М/412 

4 0. 01302 | 0.13021 

8 0.01302 0.12630 

12 `: 0. 01302 | 0. 12558 

16 0. 01302 0.12532 
[精确 解 ] 0.01302 | 0. 12500 


R237 固 支 梁 中 点 承受 集中 荷载 时 梁 中 央 处 挠 度 与 柠 和 矩 什 


网 格 EIw/PL3 | M/PL 

4 С. 00521 0.125 

10 0. 00521 0.125 

16 | 0.00521 0.125 
R S = + 

Ган: 0. 0052083 — 0.125 


2.11 样 条 混合 有 限 元 法 解 梁 的 振动 与 稳定 问题 


上 节 介 绍 了 样 条 混合 有 限 元 法 在 梁 弯曲 中 的 应 用 ,由 数值 计算 结 
果 表 明 ,对 位 移 与 弯 矩 ,其 精度 均 较 高 . 本 节 将 样 条 混合 有 限 元 法 推广 
应 用 于 梁 振 动 与 稳定 问题 . 

对 梁 的 振动 与 稳定 问题 ， 其 一 类 变量 广 义 势 能 泛 函 数 为 


人 MTMd 
IL, na - | Ear - Í T Ama! шах 
1 ° 
f l. do z di 
= J N ey se 
j rN yr ›ат (2.11.1) 
4 
式 中 
ал 
r=- (2.11.2) 


4 为 振动 特征 值 ,m 为 梁 的 密度 . 


设 二 类 变量 场 函数 分 别 为 
М = ФА,ш = ФВ (2.11.5) 
将 式 (2.11.3) 代 入 式 (2.11.1), 得 
а... ol Wawa. L УГ AO R T AN 
П, = +A AB zgra A" A- -—AmB" A%B NB'ANB 


(2.11.4) 
式 中 
1, 1. 1, 
д" а fosar, A” 5 [еа А" = |o daz 
(2.11.5) 
RO 11. 5) 具 体式 子 详 见 第 一 章 第 十 一 节 . 根据 二 类 变量 广义 势能 原 


理 


ӘП» _ „ ӘП» _ 
ЭА Tea = 0 


— 


1: 


ЕНЕ 


Rp M 与 Ke 分 别 为 质量 矩阵 与 几何 刚度 矩阵 


M, =m” (2.11.7) 
Ke 一 NA (2.11.8) 

对 于 梁 的 振动 问题 ,从 式 (2.11.6) 消 去 4 即 得 振动 模 态 方程 
(CATEIA® A" z aM) B= 0 (2.11.9) 


其 振动 特征 方程 为 
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K- AM,| = 0 (2.11.10) 


式 中 
天 一 (2.11.11) 
对 于 梁 的 轴 向 稳定 问题 .其 特征 方程 为 
К-К. = 0 (2.11.12) 


下 面 通过 样 条 混合 有 限 元 法 程序 ,给 出 两 个 数值 算 例 的 结果 见 下 
ж. 
Ж 2-38 REI F33 Ж о 


网 格 简 支 梁 | me 
1 pa j 987239 — = 22. 41015 K 

6 i 9.87012 l 22.37982 

8 | 9. 86949 22.37546 
ишн | ао [ 22. 37 apa 
= ышы. 


Ж2-39 梁 最 小 临界 荷载 系数 B 


网 格 简 支 梁 i HIR 
i 4 АН 40. (0000 = 
6 9.87065 39. 56017 
8 9. 86983 39. 60213 
ЕТ 5.870 39480 — 


法 :临界 共 载 公式 Prem ү 


2.12 样 条 混合 有 限 元 法 解 弹性 地 基 梁 


本 节 将 样 条 混合 有 限 元 法 推广 应 用 于 弹性 地 基 梁 的 弯曲 、 振 动 与 
稳定 问题 . 
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弹性 地 基 梁 的 一 ки ХЕ А 


|- м9 S fiar -和 ww 


L 


1. 
| 1 атига | (жш dr 一 focare 


22 


1 AN 
2 5л 


12. 


将 两 类 场 函数 式 (2.10.2) 与 (2.10.3) 代 入 上 式 ， 根据 二 类 变量 广义 势 


能 原理 ,弹性 地 基 梁 的 样 条 混合 有 限 元 方程 为 


г a” 7 
É lp А 
— ~A | | 
SATE АА" | Бы 
о ro oq А FIA 
BP aa raria | 
|Р] [мов] [о KJ| # | 
(2. 
对 于 弯曲 问题 
Евер е, 
式 中 
А=— А" EIA" B (2. 
R= kA“ + ATA" J L ASE (2. 
对 振动 问题 ,由 式 (2. 12. Be wi 
К АМ (2. 
对 于 稳定 性 问题 ,由 式 (2. 12. 2) 得 到 稳定 特征 方程 
IR- Ки = 0 (2. 


下 面 通过 计算 程序 ,给 出 若干 数值 算 例 的 计算 结果 


12.7 


.3) 


El 


表 2-40 ”弹性 地 基 梁 中 央 处 的 挠 度 与 弯 矩 值 吉 一 1000 7, 


se | ню 简 支 染 
x | ТТТ ГЕТ 
ш м w M 
样 条 混合 4 0.116 0.7002 0. 2084 5. 1708 
有 限 元 法 6 0.116 0.7693 0. 2093 5.7796 
8 0.116 0. 7808 0. 20494 5.9911 
12 0.116 0. 7899 0. 2095 L 6.1440 к 
[30] 0.116 0.7966 
因子 10-2907 10-212 | 10-2012 10-26. 
l ы ee EDR A 
方法 网 格 B FET 
| иий ЖЕ жеш _ 
М w M M w 
样 条 混合 Г 4 0. 8504 十 1. 2397 0. 1834 5. 6796 - 
有 限 元 法 4 0. 8498 1. 2172 0. 1840 6. 6205 
8 0. 8497 1. 2033 0. 1841 6. 6393 
12 0. 8497 1.1930 6. 5273 
[30] 0. 8479 1. 1840 É 
10-2412 


Жи 阐 性 地 基 梁 自 振 频率 系数 w… . 


方法 网 格 简 支 梁 
样 条 混合 4 33. 1280 38. 7584 Е 
有 限 元 法 6 33. 1274 38. 7409 
8 33. 1272 38. 7382 
[30] L | 33.1273 38. 7376 


84. 


š 


106. 5208 


65. 1413 
101. 6586 


64. 8097 
101. 2738 


101. 2405 


64. 8089 


64.8131 


2.13 样 条 混合 有 限 元 法 解 厚 粱 问题 


梁 的 二 类 变量 广义 势能 泛 函数 定义 为 


L 
Iaw, M) =—|M dr + ESA de Ddr 
; ЕЗ ; ах 
1 M: L 
-| ЗЕ] 一 [еоа: (2.13.1) 
0 0 
设 场 函数 分 别 为 
w= ФА, 0= ФВ, М=ФС (2.13. 2) 
将 式 (2. 13.2) 代 入 式 (2. 13.1) 后 ,根据 二 类 变量 广义 变 分 原理 ,有 
ҺСАА!  — bGAA2 0 
~ ~ A P 
— ЬСАА!Т ЬСА° А 5 Jo 
A» || 一 
= НИГЫ rs 0 
0 дү ЕТ š 
(2.13.3) 


式 中 ,A”(i,j 王 0,1,2) 均 为 已 知 和 矩阵 , 详 见 第 一 章 .了 是 已 知 荷载 列 阵 ， 
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& 为 截面 形状 系数 . 对 矩形 截面 ,和 一 ,G ЭЛЕШ. А DARE 


FREI 为 梁 的 弯曲 刚度 .C 一 ACt 为 剪 切 刚度 系数 . 
对 于 厚 梁 的 振动 与 稳定 问题 ,其 泛 函 为 


L 

T ET 40, Code py 
по |1002 + S — 0942 

i 
1f 1f LÍ, d 
5 2 == (90у 
залига: L [aneda L [n yaz 


о 0 


(2.13.4) 
HRO. 13. DPH w 与 代入 上 式 (2. 13. 4), 根 据 变 分 原理 得 下 列 方 
程 


式 中 
М, = mAA%, М, =mJA%, K¿= МАН (2.13.6) 
在 式 (2. 13. 6) rh, M, НОЕ, М, 为 梁 的 振动 惯量 矩阵 ,Kc 
为 几何 刚度 矩阵 ,m 为 梁 的 密度 ,EI 为 梁 的 弯曲 刚度 . 
对 于 厚 梁 的 振动 问题 , 若 不 计 转 动 惯性 的 影响 . 其 振动 特征 方程 为 
| 有 一 AM = 0 (2.13.7) 
式 中 
K=- СА" — СА(ЕГА" + CA9 AYT (2.13.8) 
对 于 厚 梁 的 稳定 问题 ,其 稳定 特征 方程 为 
IK- Kç| = 0 (2.13.9) 
根据 上 述 各 式 , 可 计算 厚 梁 的 自 振 频 率 和 临界 荷载 . 下 面 给 出 若干 算 例 
的 数值 结果 . 
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#243 厚 梁 弯曲 的 中 点 找 度 与 弯 答 值 


L 简 支 厚 梁 
网 格 N 
集中 荷载 均 布 荷载 
| 
ЕГ pL? M/pL wEl/gL M/gL? 
— 
4 0.02246 0.21928 0.01393 0.12497 
5 12 0.02233 0. 23742 0.01375 0.12367 
24 0. 02248 0. 24372 0. 01384 0.12431 
к БЕ 
4 0.02115 0. 21666 0. 01325 0.12488 
10 12 0. 02033 0. 23171 0. 01262 0.12004 
24 0. 02079 0. 24083 0.1292 0.12241 
4 0. 02072 0. 21086 | 0.01306 0.12453 
20 12 0.01774 0. 21298 0. 01096 0.10807 
24 4 0.01915 0. 23027 0. 01189 0. 11546 
十 
[30] 0. 02083 0.25 0. 01302 0.125 
1 一 
р алде 
L | 网 格 N 
集中 荷载 均 布 荷载 
| “ЕМЫ M/pL wEI/qL* м/а 
4 0. 00684 0. 09428 0. 00351 0. 04164 
5 12 0. 00694 0. 11435 0. 00350 0. 04160 
24 0. 00699 0. 11973 0. 00351 0. 04166 
1 
4 0.00553 0.09166 0.00283 0.04154 
10 12 0.00562 0.11393 0. 00281 0.04149 
24 0.00565 0.11968 0.00283 0.04164 
4 0. 00509 0. 08587 0. 00264 0.04120 
20 12 0. 00520 0.11252 0.00259 0. 04101 
24 0. 00530 0.11944 0. 00265 0. 04156 
[30] 0. 005208 0.125 0. 002604 0. 041667 
OS | -一 -一 
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#214 厚 梁 自 振 频 率 系数 


Е 网 格 а 
4 9. 40236 33.60076 67.69731 
5 12 9.45857 33.53801 65. 62998 
22 9. 42990 33. 51699 65. 61507 
4 9.74741 37.94280 86. 87859 
10 12 9. 98506 37. 82622 80. 45063 
22 9. 86586 37. 73199 80. 38238 
` 4 9. 81870 39. 24419 96. 38783 
15 12 | 1934618 39. 10626 85. 04998 
© 22 10.11010 38. 89874 84. 89335 
4 9. 84380 39. 99718 103. 529576 
20 12 10. 76082 39. 87123 7. 14976 
22 10. 35077 39. 49449 86. 86379 
130] Е ә. вто 
= | == - — 
т 网 格 | 支 厚 梁 a* 
ТЭР 18. 98725 45. 10784 79. 23767 
5 12 18.99335 44.75043 75.80151 
| 2 18.97915 44.73100 75. 77893 
4 21.38150 57.05058 116. 63698 
10 12 21.41541 55.70746 102. 14932 
22 21.35176 55.61323 102. 04491 
4 21. 98678 66.58764 142. 62074 
15 12 22.06178 59.00285 111.51450 
22 21.92560 58.78259 111.26853 
4 22. 25360 64.58630 117.37679 
20 12 22. 39951 60. 48077 115. 73822 
22 22. 15478 60. 08327 115. 29345 


[30] 22.37 
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表 2-45 简 支 厚 梁 临界 荷载 系数 


г ñ 
= 5 
网 格 N 4 L I 12 20 = 
ra EEE 9.32945 9. 27154 
[J — y 9.870 
= | 10 
网 格 N 4 12 20 
в" | 9. 70276 10.18450 9.96726 
[зо] Я 0.870 _ = 
£ е 
му 4 12 20 
в" 9. 84846 11. 75368 10. 90404 
[30] 9.870 Е 
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第 三 章 基于 三 类 变量 广义 变 分 原理 的 
多 变量 样 条 有 限 元 法 


70 年 代 中 期 ,基于 变 分 原理 的 有 限 元 法 得 到 了 迅速 发 展 ,在 此 基 
础 上 ,提出 了 应 用 样 条 插值 函数 来 构造 位 移 场 函数 ,发 展 为 样 条 有 限 元 
法 . 国外 , 恩 脱 斯 (H. Antes) F 1974 年 提出 了 应 用 截断 式 三 次 样 条 
函数 构造 位 移 场 函数 ,求解 了 薄板 的 弯曲 问题 . 国内 , 石 钟 慈 ”于 1979 
年 提出 了 应 用 三 次 B 样 条 函数 来 构造 位 移 场 函数 ,建立 了 样 条 有 限 元 
模型 ,并 在 薄板 弯曲 问题 上 得 到 了 应 用 . 米 错 若 屋 (T. Mizusawa) 于 
1979 年 应 用 截断 式 三 次 样 条 函数 求解 斜 板 的 振动 与 屈曲 问题 . 以 后 ， 
在 文献 [51] 的 影响 下 ,国内 不 少 学 者 在 样 条 有 限 元 法 方面 展开 了 广泛 
的 研究 . 我 们 应 用 双 三 次 ` 双 五 次 样 条 插值 函数 推广 应 用 于 加 助 板 壳 的 
Эн. кй, АЕ АОБ) ЛЛУ БИШ Ею ©. 近 几 年 ,我 们 提出 了 应 用 
乘积 型 二 元 三 次 B 样 条 函数 构造 二 类 场 函 数 ,应 用 二 类 变量 广义 变 分 
原理 ,建立 了 多 变量 样 条 有 限 元 模型 ,并 在 板 壳 的 弯曲 ,振动 与 稳定 问 
题 上 得 到 了 应 用 5*"”] ,这 些 内 容 在 第 二 章 中 已 作 了 详细 介绍 ， 

三 类 变量 广义 变 分 原理 提出 至 今 已 有 40 多 年 了 ,但 是 ,还 未 曾 有 
人 应 用 该 原理 建立 多 变量 有 限 元 模型 来 求解 三 类 场 变 量 问 题 . 在 文献 
[72,73] 中 ,我 们 首次 提出 应 用 胡 - 玖 津 原理 与 样 条 插值 函数 建立 薄板 
多 变量 样 条 有 限 元 模型 以 求解 三 类 场 变量 问题 . 由 于 样 条 函数 具有 解 
析 与 数值 的 双重 特性 ,连续 性 强 和 逼近 精度 高 等 优点 ,再 由 于 独立 设置 
三 类 场 函 数 , 所 以 ,对 各 类 场 变量 均 有 较 好 的 计算 精度 . 由 于 工程 与 物 
理 等 问题 ,其 数学 模型 大 多 可 归结 为 偏 微分 方程 的 边 初 值 问题 , 若 能 找 
到 其 相应 的 广义 变 分 原理 , 则 亦 可 应 用 多 变量 样 条 有 限 元 法 直接 求解 
多 类 场 变 量 问题 ,因此 该 方法 有 重要 的 理论 与 实际 意义 . 

本 节 将 详细 介绍 基于 三 类 变量 广义 变 分 原理 的 多 变量 样 条 有 限 元 
法 及 其 在 矩形 薄板 问题 中 的 应 用 . 
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3.1 薄板 的 三 类 变量 广义 变 分 原理 


在 有 限 元 法 发 展 过 程 中 , 变 分 原理 已 为 建立 各 种 有 限 元 位 移 、 应 
力 、 杂 交 和 混合 有 限 元 模型 * ,提供 了 牢固 的 理论 基础 . 近 几 年 来 ， 
应 用 放松 连续 条 件 的 胡 - 欧 津 三 变量 广义 变 分 原理 建立 了 广义 杂交 元 
模型 ,但 在 他 们 的 列 式 中 ,只 求 得 了 二 类 场 变 量 ,即位 移 与 应 力 . X: 
献 [72] 提 出 了 基于 胡 - 歼 津 三 类 变量 广义 变 分 原理 的 多 变量 样 条 有 限 
元 法 ,直接 求 出 了 三 类 场 变量 值 . 本 节 应 用 三 类 变量 广义 变 分 原理 建立 
广义 变 分 法 ,能 直接 求解 三 类 场 变量 值 . 为 此 , 下 面 先 讨论 薄板 的 三 类 
变量 广义 变 分 原理 . 
对 于 薄板 弯曲 问题 ,其 三 类 变量 广义 变 分 原理 的 一 种 形式 是 求 下 
列 三 类 变量 泛 函 驻 值 , 即 
ФП; = 0 (3.1.1) 


п, = [[с— м, м, ом, = 


w 
< )dzdy 


"> Эхду 


+ [|U = mazdy + [| — (M.k. + м, + ?М„аза› 
0 


ӘМ, 2 дш 
ХА l: ea + Qn) Go — )аз + | мае — ĝ,)ds 


+Í 7 Мп was- | quods (3.1.2) 
式 中 
Dao 一 一 薄板 弯曲 的 三 类 变量 的 泛 函 
Ci 一 Шо = w = 0, 
С-7- 简 支边 ,zw = ш, Мп = Мп 


С, 自由 边 ,Mn = Mas + Qa=q 8.1.9) 


U = ра 弯曲 应 变 能 (3.1.4) 
k=[— k, — k, 一 2k, — 弯曲 应 变 (3.1.5) 

D,,D, 详细 见 第 二 章 式 (2. 1.5). 
对 于 齐 次 简 支 边界 条 件 下 ,薄板 弯曲 的 三 类 变量 泛 函 表达 式 定义 


为 
IL, = ||MTydzdy + || MTkdzdy + || (U — qw)dzdy 
| 
(3.1.6) 
式 中 
M=[M. M, M,,J (3.1.7) 
=[— ёш Fw бот ' 
Х=Ї— эз — у — 2 aray) (3.1.8) 
HRG. 1.6) 关 于 内 力矩 ,广义 应 变 和 位 移 取 驻 值 , 即 
ФП, = 0 
得 


[емтх+ ёМТЁ)ахау + [ara] + 6k'D, kdrdy 
n a 


+ [Гох gw)drdy = 0 (3.1.9) 
对 式 (3. 1.9) 中 的 第 五 项 进行 二 次 分 部 积分 并 利用 简 支 边界 条 件 后 ,得 
П dzdy 


ZM. 
dwdrdy — (3.1.10) 


将 式 (3.1. 10) 代 和 人 (3. 1 9), 由 于 变 分 Sw,6M,64 在 板 域内 均 不 为 零 的 
任意 微小 值 ,所 以 由 式 (3. 1.9) 得 到 板 的 几何 .物理 与 平衡 方程 如 下 : 
几何 方程 


ZM. , FM 
[‹ ttt 


x+k=0 在 板 域内 (3.1.11) 
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ш = ш = 0 在 板 域 边 界 上 (3.1.12) 


物理 方程 
M+ Dk 二 0 ERRA (3.1.13) 

平衡 方程 
ZM: +My + q ”在 板 域 边界 内 (3.1.14) 


Мх=Му=М=0 在 板 域 边界 上 (3.1.15) 
将 式 (3.1. 11) 和 式 (3. 1.13) 代 入 式 (3. 1. 14) 得 薄板 弯曲 控制 方程 为 


р, + 2% 


Fw 
29 + эу? = q(xz,y) (3.1.16) 


薄板 弯曲 的 边 值 问题 等 价 其 三 类 变量 泛 函 关于 广义 内 力矩 ,广义 应 变 
和 位 移 变 分 的 问题 ,对 于 薄板 弯曲 振动 与 稳定 问题 在 齐 次 边界 条 件 
下 , 它 的 三 类 变量 泛 画 定义 "为 

Hs,(w,k,M) =[ rdrdy 十 [мъ ахау 


+ [ға qu)dzdy 
0 


一 + Гета тау = [хә @)ахау 
A 


(3.1.17) 
式 中 ,w 为 板 的 自 振 频 率 ,m 为 质量 密度 ,为 板 的 中 面 力 . 
Q= гае SF (3.1.18) 
N, Ny 
N= | Е | (3.1.19) 


3.2 三 类 变量 广义 变 分 法 解 薄板 弯曲 、 振 动 与 稳定 问题 


本 节 应 用 三 类 变量 广义 变 分 原理 来 建立 广义 变 分 法 ,以 薄板 的 订 
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曲 \ 振 动 与 稳定 问题 为 例 ,构造 多 变量 场 函 数 , 导 出 广义 变 分 法 的 计算 
格式 ,并 通过 若干 算 例 来 说 明 其 计算 步骤 . 根据 式 (3. 1. 17), 其 中 有 三 
类 独立 场 变量 ,它们 是 位 移 书 ,内 力矩 M 与 广义 应 变 k. 现 设置 三 类 独 


` 立场 变量 函数 分 别 为 
w = Моа MEN B E= NC @ 21 
其 中 
Ф“(хт,у) 0 
М, = | ф(х,у) | (3. 2. 2) 
` L 0 @,(z, y). 
Ф,(тх,у) 0 
М, = | Ф,(х,у) (3. 2.3) 
Е 0 Ф,(х,у) 


4 如 ,C 均 为 待定 常数 ,对 于 APPDB Ds 和 М., №,, N. 的 选择 是 
根据 内 力矩 ,广义 应 变 与 位 移 的 板 域 内 与 边界 的 平衡 和 位 移 条 件 来 构 
造 ,它们 都 是 坐标 的 连续 函数 . 

现 将 式 (3. 2. 1) 一 (3. 2.3) 代 和 人 式 (3. 1.17) ,根据 胡 - 获 津 三 类 变量 


Г ЖЕ 对 薄板 的 村 曲 问题 ， 有 
sp ,sp 


(3.2.4) 
其 中 
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R= [er С 
由 式 (3.2. 9) 分 别 得 到 薄板 振动 与 稳定 特征 方程 为 
|- HRN- Ml = 0 


| 一 H'rK-'tH— Ke|=0 


式 中 
Mi= | мамага 
n 


к= [а дага 
Q= ЕЗ =] 


ar ду 
М, 为 板 的 质量 矩阵 ,天 c 为 板 的 几何 刚度 矩阵 


.2.15) 


.2.16) 


3.3 数值 算 例 
根据 上 节 导 出 的 基于 三 类 变量 广义 变 分 原理 的 广义 变 分 法 的 计算 
式 子 , 对 薄板 弯曲 ,振动 与 稳定 问题 作 具 体 计算 . 
3.31 四 边 简 支 落 板 弯曲 计算 


шур 
M= N.Gz,y)B, k= NeCz,y)C， w= N.a 


式 中 
кх = 
sin тзп Т. 0 
= C u 
N.,(z,y) = sin Tsin L 
ЯЕ в У, 
L 0 cos 1.95 Т, 
=u ну 
sin Tsin ү 0 
Rig = mz ai У 
N.(z,y) =_ sin Т Tsin Т. 
ов ЛУ 
0 2cos 7795 Т, 
=й Ба СУ 
N, = sin Lsin L 
В= [6 5, b] С=[с, с, cJ 
由 式 (3. 2.5) 一 (3. 2.8), 
І YE S 
#4 
2 2 
= [[Мїрхуазау = D, „= g 0 
п 
о о 8p 


к. = [p Nazas = 77 — 7 
a 
4 
І? 
K, = ||NIN.dzrdy = = 
k= [мл ; 
0 
对 于 分 布 荷载 情况 
š xy 
q= qosin L sin ү 
= gL 
P= [вага = 
对 于 均 布 荷载 情况 
а= q 
2 — 461 
p= Глтвагау = 


对 于 均 布 荷载 情况 ,由 上 面 各 式 形成 系统 方程 组 为 


= 0 0 0 
= 0 0 0 
-7 0 0 0 
0 -# 0 0 

0 0 -E 0 

2 

0 0 0 = 


0 0 
12 
І? 
° 4 
0 0 
І? L? 
а а 
2 L: 
Р, |н + + 
0 0 
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4q L: 


由 上 式 述 方程 组 解 出 三 类 场 变量 值 并 列表 3-1. 


表 3-1 四 边 简 支 矩形 薄板 硒 曲 的 三 类 场 变量 解答 


M,s=M;+ 


均 布 荷载 а+ ужы 441 
q= ^ Туї 
ы т (1+ jl ТА 

У SETAN qaa 4D? 


9 一 gosin Tsin T 


3.3.2 四 边 简 支 落 板 的 最 低 自 振 频 率 的 计算 


IHA HKO HZA UFR, AIG. 2. 15) 计 算 板 的 质量 矩阵 
M. N | mNTN,dzdy = mt 
于 是 由 式 (3. 2. 13) 可 算得 板 的 最 低 自 振 频 率 为 


2л? 19.7379 JD, 19.74 [Р, 
Т2 JE 17 ‚ От N m? 


т 


3.3.3 ”四 边 简 支 薄板 的 单 向 最 小 临界 荷载 
根据 式 (3. 2 10), (3. 2. 11) 计 算出 H KOH ZIEMT: 
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ETKTIH= 1 7 70 0 0] 
с 
КЕ 
12 Е 
[ ЕЧ 0 л? 
L 4 
0 74 
12 -= 
222 2 
х 9 2 
12 г г 0 
4 0 + Аа 0 
12 L? L: 
一 一 Dip—. = 0 
4 PIRA 4 0 
2 2 2 
о u |o o 9-01 
l 0 j 
一 Dx: 
= 二 元 


由 式 (3. 3. 16) 先 计算 板 的 几何 刚度 矩阵 


л? 
K = [ON @агау- [уе Tsin T Tdzrdy= N, 


再 由 式 (3. 2. Ra 


zD, р, 
N, = 全 * = 39. 4784 и ‚ RHR 39. 48 72) 


3.4 广义 变 分 法 解 弹性 地 基板 问题 


对 于 文 克 尔 弹性 地 基板 的 弯曲 振动 与 稳定 的 三 类 变量 泛 函 数 ,在 
齐 次 边界 条 件 下 定义 为 


w,M,k) = [mr X dzdy + J: dzdy 


ү Татр фојазду + $ [= ахду 
A 


= + [== – zhen N Q dady (3.4.1) 


式 中 心 为 文 克 尔 弹性 地 基板 的 地 基 系 数 ,由 实验 确定 . 
根据 薄板 弯曲 的 三 类 变量 广义 变 分 原理 得 系统 方程 组 为 


К. КІ, 0 å P 
Kw 0  — Kaji Bb= 40 G. 4. 2) 
0 -K K, c 0 
式 中 
Ks 一 kKw， k= kD (3.4.3) 


对 于 文 克 尔 弹性 地 基板 的 振动 与 稳定 问题 ,由 三 类 变量 广义 变 分 原理 ， 


有 
ЫТ wM, 0 Ko 0 
ер iE ~E ~ 
н к\\к| |o о о 0|IR 
Ее ЫШ 
HFK HSRC. 2. 10),(3. 2.11) 相 同 . 
由 式 (3.4.4) 分 别 可 得 弹性 地 基板 的 振动 与 稳定 问题 的 特征 方程 


为 
| — HIK-1H+ Ke — eM,| = 0 (3.4.5) 
|= H'K-H+ КЕ — Kel = 0 (3.4.6) 
对 于 四 边 简 支 弹性 地 基 蒲 板 弯曲 问题 的 解答 是 由 方程 (3.4. 2) 求 得 . 计 
算 结 果 列 于 表 3. 2. 
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表 3-2 


四 边 简 支 弹性 地 基板 弯曲 的 三 类 变量 的 解答 


We М, Mish 
4 2 
均 布 荷载 spoli tolt + tok ayo 
=a Datt- m+ m+) 
分 布 荷载 4 tpl? чыл 
荷 eol I | 2401. а= ло (ууй 
‚лт. m. а. „2 аА 
q=qosin 学 sin Z 4045) | ао) Аа) 
krp krym 
均 布 荷载 4412. 4412 
а= 2+) D+- 
分 布 荷载 х24012 mq 2 
q=qosin Tsin 7 ADi- AD, +) 


对 于 四 边 简 支 弹性 地 基板 的 最 低 自 振 频 率 与 单 向 最 小 临界 荷载 可 分 别 
由 式 (3. 4. 5) 及 式 (3. 4.6) 求 得 如 下 


[>= К | 
L: = 
2 JD, 
= 22 (与 精确 解 相同 ) 


(与 精确 解 相同 ) 
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3.5 三 类 变量 样 条 有 限 元 法 分 析 矩 形 菏 板 的 弯曲 


对 于 矩形 薄板 的 弯曲 问题 ,在 齐 次 边界 条 件 下 ,其 三 类 变量 广义 泛 
函 为 
П, = [ux dzdy + [мъ dzdy 


+ 2 gw)dzdy (3.5.1) 

应 用 乘积 型 二 元 元 三 次 B 样 条 插值 函数 来 构造 矩形 薄板 三 类 
下 

M= Fiw, k= Уло, w= Fiw, (3.5.2) 


= ГА" Br Cry, = [G 17 кү (3.5.3) 
А, B, C, G, Йй l, RENERE uwr ш; 均 是 列 阵 ， 它们 都 是 待 求 


A= ГА. A.A, ++ Ау Акуу] (3.5.4) 
A= [а-у do ay г" aw angri] (3.5. 5) 


а =— 1.,0,1,++,М,М-+ 1) 
另 些 常数 矩阵 和 矩阵 4 相似 ,矩阵 з Yo Ys 与 三 次 样 条 函数 有 关 , 表 


达 式 如 下 : 


Ф (z) QP (y) 0 
Y = ү I Ф‹х)@Ф G) 
0 Ф.(х) @ $ O) 
(3.5.6) 
Ф G) OB Dy) 0 
У, 一 $7) @ $ O) 
0 2Ф (z) @ @ (y) 


(3.5.7) 
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‚= $ G) Ф O) (3.5.8) 

X=— Ву; (3.5.9) 

将 式 (3. 5.2) 一 (3. 5.9) 代 入 式 (3. 5.1) ,由 三 类 变量 广义 变 分 原理 ,有 
am G= 2,39 


ёо, 
Ka= Р (3.5.10) 
式 中 
быс 
к=|Ё H 0 (3.5.11) 
EE 0 O 
yi g 
A=4wp, Р= 40 (3.5.12) 
ws P 


RG. 5. 10) 称 为 矩形 薄板 夸 曲 问题 的 多 变量 样 条 有 限 元 法 方程 组 , 式 
中 


Е=— [ууата 


п 
— Аб Аў 0 
= — Ае OAY ) (3. 5. 13) 
0 — 24% Q A% 
F= [ TCB ydzdy 
F фы 
= [A @ 49-A? Q AF — 249 @ AVT 
(3.5.14) 


103, 


H= [урлау 
е е 


AQAP НАТАЛ 0 
= р,|#А# ®@ А? А? АЈ 0 
À ° „2а nasa, 
(3.5.15) 
其 中 
А? = [EZ (3.5.16) 


(z = к,у;г,у = 0,1,2) 
RG. 5. 16 ) 为 方 阵 , 它 的 具体 表达 式 详 见 第 一 章 . 荷载 列 阵 为 
P= [revr QP (ydrdy (3.5.17) 
п 


3.6 数值 结果 


根据 上 面 多 变量 样 条 有 限 元 列 式 ,编制 了 计算 程序 ,为 了 验证 方法 
的 可 靠 性 和 计算 精度 ,若干 数值 算 例 在 УАХ — 11/780 超级 小 型 计算 
机 上 实施 了 计算 ,由 数值 结果 显示 板 各 点 内 力矩 ,广义 应 变 和 位 移 均 有 
较 高 的 精度 ,并 具有 快速 收敛 的 性 质 ,与 其 它 数值 方法 和 精确 解 的 结果 
亦 作 了 比较 ,精度 十 分 满意 . 

Ж 3-3 给 出 了 矩形 方 板 在 均 布 荷载 与 集中 荷载 作用 下 的 板 挠 度 、 
内 力矩 和 广义 应 变 值 ,前 分 网 格 为 8X 8, 相 应 的 理论 解 与 有 限 元 法 解 
亦 列 于 表 中 ,以 资 比较 ; 表 3-4 给 出 了 四 边 固 支 板 在 均 布 荷载 与 集中 荷 
载 作用 下 的 板 心 挠 度 、 内 力矩 和 广义 应 变 值 ,并 与 精确 解 和 有 限 元 法 解 
亦 作 了 比较 ; 表 3-5,3-6 给 出 了 网 格 逐 步 加 密 时 解答 的 收银 情况 ,由 表 
中 显示 , 解 的 收敛 性 质 十 分 良好 . 
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RI 简 支 板 承受 均 布 荷载 与 集中 荷载 时 , 板 心 挠 度 ` 内力 和 曲率 值 


均 布 荷载 
方法 
we Mr k. 
本 文 方法 8*8 | 0.4063 0. 4789 0. 3684 
жий, 0. 4062 | 0.4789 
[43] | 0. 4062 0. 4789 
| 91А 
gL! 1А 
因子 | D, 9L2X10-1! $ 10-2 
x10- z | % 
集中 荷载 
方法 = 
ш; м, k. 
本 文 方法 8* 8 0. 1158 0. 3023 0. 2326 
- k=. 4 5 
мав: 0.1160 
f43] 0. 1160 ЕДА _ _ 
PL? и Р. 
因子 р, X10 P D, 
表 3-4 固 支 板 承受 均 布 荷载 与 集中 荷载 时 , 板 心 挠 度 . 内 力矩 和 曲率 值 
均 布 荷载 
A Е we Mr kr 
本 文 方法 8*8 | 0.1265 | б.з? 0.1756 
精确 解 , 有 限 元 解 0. 1265 0. 2291 
[43] 0. 1265 0. 2291 
qL. 12 
因子 D, 12х10! а= х1о-! 
x107? L=. 
十 - — — 
集中 荷载 
方法 
we Mx kr 
本 文 方法 8* 8 | 0. 5593 0. 2486 | omz _ 
精确 解 ,有 限 元 解 0562 | 
[43] 0-5610 _ 
因子 1250 Р £ 
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9355 简 支 板 在 均 布 荷载 作用 下 , 板 心 的 挠 度 、 
内 力矩 及 曲率 值 的 网 格 加 密 的 情况 


网 格 ш; M. My Mix 

4х4 0. 406229 0. 4783811 0. 4783823 0.127087Е—07 

6х6 0. 406251 0. 4787850 0. 4787837 0.150664Е—07 

8х8 0. 406247 0. 7488568 0. 4788543 一 0. 16694E— 07 
P 

因子 21510-2 12х10 

网 格 k, ky kiye 

4х4 0. 3679859 0. 3679863 0.277974Е—07 

6х6 0. 3682965 0. 3682949 0. 964630Е—07 

8х8 0. 3683492 0. 3683503 —0. 77730Е—07 

因子 万 X10 


表 3-6 图 支 板 在 均 布 荷载 作用 下 , 板 心 的 挠 度 、 
内 力矩 及 曲率 值 的 网 格 加 密 的 情况 


网 格 We Mr My Mix 

axa | 0.126283 0. 2097540 0. 2097539 0. 853712E— 09 
6х6 0. 126390 0. 2319848 0. 2319853 —0. 117062Е— 08 
8x8 | 0.125541 0. 2282165 0. 2282150 —0. 103852Е— 07 
因子 92х10 -2 q1?X107! 

网 格 | k. k 5 

4х4 0. 1613493 0. 1613493 0. 444965Е—08 
6х6 0. 1784498 0. 1784500 0. 115122e 一 07 

8х8 0. 1755499 0. 1705498 —0. 15195Е—07 
因子 Yxi 
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表 3-7 四边 简 支 板 在 集中 荷载 作用 下 , 板 心 挠 度 , 内 力矩 
及 广义 应 变 值 的 网 格 加 密 下 的 变化 情况 


网 格 ш, My | Maw 

4х4 0.114747E—01 0.233226E+ 00 0.233229E+00 | 0. 365311E— 06 

6X6 0.115591E—01 | 0. 272292E+ 00 0. 272289Е+00 | 0. 142027E— 06 

8х8 0. 115770Е—01 4 0. 302319Е+00 | 0. 3022308Е+00 1 0. 504661E—06 
[2 

因子 Бе 


D, і 3 _ 
网 格 k. | kx kive 
4х1 0. 179402E +00 ! 0. 179406Е+00 0. 268221Е— 06 
6х6 0. 209448E+ 00 | 0. 209444E +00 0. 722473E— 06 
8х8 0. 232600E +00 | 0. 232593E +00 0.111084E—05 
LZ: 

7 P P P 

因子 5 | 5, 5 


表 3-8 四 边 固 支 板 承受 集中 荷载 作用 时 , 板 心 挠 度 ,内 力矩 
及 广义 应 变 值 的 网 格 加 密 下 的 变化 情况 


Mr 
0. 174560Е+00 


My 
0. 174564E+00 


Mix 
0. 242144E — 06 


4х4 0.546221E— 22 


| 
6х6 0. 555749Е — 02 | 0. 219426Е+00 0.219425E+00 0. 35623E— 07 
8х8 0. 559303Е— 02 | 0. 248544Е+00 0. 248536Е+00 0. 276836Е- 05 
因子 м Р Р | Р 
; ; 

网 格 kr ky kiy 
4х4 0.134275E+00 0.134280E+00 0.108233E—06 
6X6 0. 168785 开 十 00 0.168784E+00 0. 698492Е—07 
8х8 0. 191204Е +00 0. 191200Е+ 00 0. 314554Е— 06 

P Р, E 
因子 т D, D 


3.7 多 变量 样 条 有 限 元 法 分 析 和 矩形 
薄板 的 振动 与 稳定 问题 


对 于 薄板 振动 与 稳定 性 问题 , 在 齐 次 边界 条 件 下 ,其 三 类 变量 广义 
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泛 函 定义 为 
IL -Í мтх ай + | мтап 1ирьаод 
а = | Mxd + | м'вай+ | EDA d 


-| Lawan- | longan (3.7.1) 
a2 а2- —- 
HRG. 5. 2) 代 入 式 (3.7.1) ,并 应 用 三 类 变量 广义 变 分 原理 ,得 
[0 Е F w 
Er H 0|lw, 
ЕТ о. о, 
0 0 ола [0 0 Ој 
=|0 0 0|wr+|20 0 0ш, (3.7.2) 
[0 0 AMi] lws 0 0 Kej lw, 
式 中 ,M M Ko 分 别 为 板 的 质量 和 矩阵 与 几何 刚度 矩阵 . 
M, = mA Q AY (3.7.3) 
Ke = A! Q AYN, + A? Q АЧМ, + Ат @ AIN, + А" @ APN, 
(3.7.4) 


对 于 矩形 薄板 的 振动 问题 ,由 式 (3. 7. 2) 得 模 态 方程 和 特征 值 方程 


分 别 为 
(— STK-1S 一 MMi)aus = 0 


| — SKS — АМ,| = 0 (3.7.5) 
式 中 
5= B (3.7.6) 
~ LO 
ГО E 
K= |- (3.7.7) 
= Е 
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对 和 矩形 薄板 的 稳定 性 问题 ,由 (3. 7. 2) 分 别 得 稳定 模 态 方程 和 特征 
值 方程 为 
(= 5°К-18— Kow, = 0 (3.7.8) 
|= SKS- Kol = o 
下 面 给 出 国 支 矩形 薄板 自 振 频率 与 单 向 临界 荷载 值 及 其 收敛 情 况 . 
339 固 支 矩 形 薄板 的 最 低 自 振 频率 与 单 向 临界 荷载 值 


网 格 а В' 


4х4 36. 0172 | 100. 7378 
6х6 35. 9955 | 99. 5336 
8X8 | 36.0457 | 99.4769 
Í 35.99 [42] 99.39 [26] 
sar L(t ув: 25 
оа GGD Nene т 
表 310 固 支 矩 形 薄板 自 振 频率 的 收 伍 情 况 
и | _ g 2 А 
аха | 36.01724 73.74033 | 73.74059 | 108.82498 | 134.59427 


6х6 35. 99527 73. 43329 | 13. 43329 108. 32954 132. 00536 


8х8 36. 04570 73. 42986 73. 43214 108. 27660 131. 66151 


RU 固 支 矩形 薄板 单 向 临界 荷载 的 收敛 情况 


网 格 B 

axa | 100.73775 | 118.88524 | 191.66826 | 256.41043 

6х6 99. 53358 115. 07135 197. 61308 246. 52985 262. 11133 
8х8 99.47687 114. 70992 193. 03629 245. 90921 260. 84937 
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| 对 于 弹性 地 基 上 和 矩形 薄板 的 弯曲 ,振动 与 稳定 性 问题 ,在 齐 次 边 
界 条 件 下 ,其 三 类 变量 广义 泛 函 定义 为 
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п, = | мао + | Mk da — | Соер a yan 
g < а- ~ а 2- 一 一 


+| lwian | атша | QN Qa (3.8.1) 
а 2 а 2 Г = ы 


将 三 类 场 变量 函数 式 (3. 5. 2) 代 人 上 式 (3. 8. 1), 并 应 用 三 类 变量 广义 
变 分 原理 ,得 下 列 方程 组 


ET 


о IT 1 


о © 


io 
+ 
о то 1⁄3 


w, (3.8. 2) 


+ 
о то то 
о Іо Іо 


RCG. 8. 2) 为 弹性 地 基 矩 形 板 多 变量 样 条 有 限 元 法 方程 组 . 式 中 
Ks = БАРАРА = k B (3.8.3) 


对 于 弹性 地 基 矩 形 板 的 弯曲 问题 ,其 方程 组 为 


9 Е Е wi) 0 
ЕН 0 u= 40 (3.8.4) 
| E 0 Кајо) (Р 
式 中 ,荷载 列 阵 为 
P= [ас DEF) @ Ф<у)40 (3.8.5) 


sno» 


对 于 弹性 地 基 和 矩形 板 的 振动 问题 ,其 振动 模 态 方程 与 特征 值 方程 
分 别 为 
CS'K S +K; ~ AM )w, = 0 (3.8.6) 
j- SK S++Ke— AM: =0 (3.8.7) 
RPS K.K: 分 别 由 式 (3. 7.7).(3.7. DHG. 8. 3) 确 定 . 


对 弹性 地 基 和 矩形 板 的 稳定 问题 ,其 特征 方程 为 
| =S"K'S+K;—=Ke|=0 (3.8. 8) 


3.9 ”若干 数值 算 例 的 结果 


根据 上 面 弹性 地 基板 的 多 变量 样 条 有 限 元 法 方程 组 ,编制 了 计算 
程序 ,若干 数值 算 例 在 VAX 一 11/780 超级 小 型 计算 机 上 实施 了 计算 
由 数值 结果 显示 薄板 各 点 内 力矩 ,广义 应 变 和 位 移 及 自 振 频 率 与 临界 
荷载 值 均 有 较 高 的 精度 ,并 具有 快速 收敛 性 质 , 其 数值 结果 列 于 表 
3-12. 


表 3-12 四 边 简 支 弹性 地 基 短 形 板 在 均 布 荷载 作用 下 ， 


板 心 处 的 挠 度 、 内 力矩 及 应 变 值 
—— O 
ГТ: w | м, | M Mas 
8x8 5 0.4008 | oane | oane 3.327 
8x8 100 032 | оз | оз 0. 7029 
因子 u a ТЕГАНА 
== T i $ 
网 格 k: 5, 5 | у i 
на | -一 -~ 一 一 - 
8x8 5! 9. 3630 | 0. 3636 | 0. 5175 I 
848 10; 0.2549 | 023595 | от 
| al? age | o 12 
因子 о | абут p УЧ D 
ч | аи Ty. u= 


RIB 四边 简 支 弹性 地 基 矩 形 板 在 集中 荷载 作用 下 ， 


板 心 处 的 挠 度 . 内 力矩 与 应 变 值 
ЕТЕП Е MT m, —_ 
аха 0.544393E—02 | 0.174177Е+00 | 0.174181Е+00 | —243774Е—0% 
6х6 5 | 0.554930Е—02 | 0.219031E+00 0.219030Е+00 | —437722E—07 
8x8 0.557485E—02 | 0.248151Е+00 0. 248147E+00 | 0. 2665915 —06 
аха 0.512124Е—02 | 0.167398Е +00. 0. 167401Е+-00 | 一 231434 一 06 
6х6 100} 0. 522829Е--02 | 0.212039Е+00 0. 212038Е+00 | —130618Е—06 
8х8 0. 525410Е—02 | 0.241239E+00 0.241235+00 | 0. 258908Е—06 
4x4 0. 482540E—02 | 0.161149Е+00 0.161152Е+00 | —218395E— 06 
6х6 200) 0.493400E 一 02 | 0.205596Е+00 0.205598Е+00 | 0.205595E 十 00 
8x8 0. 496010Е—02 | 0.234871E+00 | 0. 234865E+00 | 0.255679E—06 
网 格 k $, Sy Say 
4x4 0.133980E--00 0. 133985E 十 00 —0.856817Е—07 
6x6 50| 0. 168482Е--00 0. 168480E 十 00 0.162516Е—06 
8x8 0.190904E+00 | 0. 190899E+00 0.473578Е—06 
аха 0.128765Е+00 0. 128770Е+00 —0.819564Е—07 
6х6 100| 0.163103Е+00 0. 163102Е+00 0.128523Е—06 
8x8 | 0. 185585Е-+00 0. 185581Е+00 0. 220025Е—06 
аха 0.123958 +00 0.123962 +00 ' <0.7812311Е—07 
6х6 200| 0. 158147Е+-00 0. 158146Е+00 0. 88708507 
8х8 0.180685E+00 0. 180681Е-+00 0. 540400Е—06 


RI 四边 固 支 弹性 地 基 和 矩形 板 在 均 布 荷载 作 


用 下 , 板 心 找 度 ,内 力 炬 和 应 变 值 
р k w M, { „25 М» M,, 


4X4 0. 116805Е—02 0.190891 天 一 01 0.190893E—01 —0. 419095E—07 
6X6 100| 0.116904Е—02 0.212366E—01 | 0.212363Е—01 | —0.405271Е—07 
8х8 0. 117037Е—02 0.208673E—01 0.208666E—01 0.703731E—07 
4X4 0. 108597Е—02 0. 174588Е — 01 0.174590Е—01 | 一 0. 435393Е 07 
6х6 200| 0. 1086966 —02 0. 1954165 -01 0. 1954132 —01 — 0. 203873Е — 02 
8х8 0. 108827Е—02 0. 191868Е—01 0. 191860Е—01 0. 649306Е—07 
网 格 大 5, | S, Sry 

4X4 |7 0. 146837Е— 01 0. 146841E— 01 —0. 286382E —07 
6х6 100 0. 163353E— 01 0. 1533476 — 01 0. 598084Е—07 
8х8 0. 1605553Е—01 0. 150549Е—01 0. 991823Е—07 
4х4 0. 134297E— 01 | 0. 134301Е—01 —0.325963E—07 
6X6 200 0.150314Е—1 0. 151305Е— 01 0. 483706Е—07 
8х8 0. 147623E— 01 0. 147619E—01 0. 178756Е—06 
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表 3-15 四 边 固 支 弹性 地 基 上 和 矩形 板 的 自 振 频 率 


网 格 E “ 
4х4 Т 36. 08656 73.77422 108. 81793 134. 61285 
6х6 5 36. 06511 13. 46727 108. 35265 _ 132. 02434 
8х8 36. 11661 73. 46440 108. 30002 131. 68047 
axa | — 37.37970 74. 41524 109.28348 | 134. 96526 - 
6x6 100| 37. 35878 74.11079 108. 79007 132. 38348 
8х8 37.40831 74.10760 108. 73778 132. 04070 
4х4 38. 69423 75.08418 109. 74005 135. 33521 
6х6 200 38. 67407 74.78262 109. 24875 132. 76070 


19644 132. 40922 


8х8 38. 72234 


网 格 k в" 

4х4 101. 07829 СО Тув. 99458 191.8117 / 256. 49829 
6х6 5 99. 86566 115. 17369 197. 75405 246. 62068 
8х8 99. 80815 114. 81128 193. 16788 246. 00154 
4х4 107. 42963 121. 07172 194. 64912 257. 58423 
5х6 100 „106. 06122 117. 12109 200. 53111 248. 35567 
8х8 106. 00261 116. Z 195. 76514 247. 13494 
4х4 113. 84061 123. 25812 197. 91040 258. 71558 
6х6 200 112. 32414 119. 16565 203. 66481 250. 17116 
8х8 112. 26602 ` 118. 78569 198. 70172 249. 55115 
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第 四 章 ， 基 于 状态 空间 理论 的 
多 变量 数值 方法 . 


现代 科学 技术 发 展 的 特点 是 学 科 间 相 互 交叉 与 渗透 现象 ,您 来 您 
普遍 . 本 世纪 60 年 代 , 现 代 控 制 理论 在 经 典 控制 论 的 基础 上 迅速 发 展 
起 来 . 它 可 以 解决 多 输入 与 多 输出 ,线性 与 非 线性 ,定常 与 时 变 等 控制 
系统 问题 *. 由 于 计算 机 科学 技术 的 突飞猛进 ,为 用 计算 机 方法 解决 
复杂 的 控制 系统 ,提供 了 强 有 力 的 计算 手段 . 传统 的 弹性 结构 静 动力 学 
的 控制 方程 ,其 二 类 变量 广义 变 分 原理 与 经 典 访 学 中 的 二 类 变量 哈密 
顿 原理 中 和 现代 控制 论 中 的 状态 空间 理论 是 相通 的 . 将 弹性 结构 理论 
的 控制 方程 及 其 混合 变 分 原理 作 数 学 变换 ,可 获得 与 现代 控制 论 相 同 
的 数学 模型 一 状态 方程 . 近 几 年 来 ,现代 控制 论 中 的 状态 空间 理论 逐 
步 应 用 到 其 它 一 些 学 科 中 来 . 文献 [81] 应 用 状态 空间 理论 求解 迭 层 板 
壳 弯 曲 问题 ,文献 L[84] 提 出 了 弹性 力学 混合 方程 和 哈密 顿 (Hamilton ) 
正则 方程 ,文献 [85] 研 究 了 分 离 变 量 法 与 哈密 顿 体系 ,文献 [86,88] 提 
出 了 弹性 力学 与 结构 动力 学 的 状态 空间 法 等 . 由 于 状态 空间 法 可 将 二 
维 问题 化 为 一 维 问题 ,三 维 问题 化 为 二 维 问题 ,使 问题 的 计算 规模 大 幅 
度 降低 ,特别 对 于 复合 材料 结构 的 力学 分 析 ,具有 未 知 量 少 ,精度 高 等 
优点 ,因而 受到 人 们 的 重视 与 青睐 . 

本 章 介 绍 基于 状态 空间 理论 的 多 变量 数值 方法 . 根据 弹性 结构 的 
控制 方程 及 其 二 类 变量 广义 变 分 原理 和 正则 型 哈密 顿 原理 导出 状态 方 
程 组 ,应 用 三 角 函 数 、 代 数 插值 函数 与 样 条 插值 函数 来 构造 多 变量 场 函 
数 ,建立 多 变量 数值 方法 的 计算 格式 . 本 章 给 出 若干 算 例 的 计算 结果 . 


41 直角 坐标 系 内 弹性 平面 体 的 状态 方程 


在 弹性 力学 中 ,经 典 的 解析 解法 有 应 力 法 、 位 移 法 ,还 有 混合 法 . 传 


* А * 


统 的 具体 求解 方案 ,将 弹性 力学 控制 方程 ( 即 高 阶 偏 微分 方程 组 ) 的 未 
知 函 数 简 化 为 一 类 未 知 函数 ,例如 ,引入 应 力 函 数 ( 艾 雷 函数 ), 把 方程 
组 变换 成 含有 一 个 未 知 函数 的 高 阶 偏 微分 方程 的 边 初 值 问 题 ,然后 应 
用 试 凑 方 法 ( 逆 解 法 或 半 逆 解 法 ) 来 寻求 解答 ,如 文献 [24j. 而 状态 空间 
法 的 解 题 思路 ,是 将 场 变量 函数 分 解 为 二 部 分 ,例如 对 平面 问题 , 有 
а,,0,57 三 个 应 力 分 量 和 u,v 二 个 位 移 分 量 , 将 其 五 个 量 分 解 为 ",， 
туонуу 一 个 部 分 ,而 0, 为 男 一 个 部 分 . ЛУ 77 Со, r.) 与 位 移 (u,v) 为 
对 偶 变 量 ,然后 ,将 高 阶 偏 微分 方程 组 降 阶 为 一 阶 微分 方程 组 的 边 初 值 
问题 . 这 样 ,对 方程 组 可 进行 直接 积分 求解 , 一 次 同时 可 求 得 多 类 场 变 
量 值 ,还 能 扩大 解 题 范围 ,精度 也 高 . 


4.1. 1 基于 弹性 力学 平面 问题 控制 方程 ,建立 状态 方程 
弹性 体 平面 应 力 问题 的 控制 方程 ”有 


平衡 方程 
Let/f=0 在 域内 (4.1.1) 
Eo=p 在 域 的 面 力 边界 上 (4.1.2) 
RP LARADA Е ОТАТ ЗА АЕ ЕП ЯГУ 
га o 2] 
L= |z А М (4.1.3) 
[° эу а 
wa [z 0 m } 
Е LO m А ыз 
其 中 ,l==cos(z,N),m 二 cos(y, 入 ). 式 中 ,应 力 向 量 o, 体 力 向 量 f 和 边 
界 已 知 面 力 向 量 p 分 别 为 
а= [0, о, r,,J' (4.1.5) 


f= [f, fF (4.1.6) 
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几何 方程 
s= L'u 在 域内 (4.1.8) 
u=u 在 域 的 位 移 边界 上 (4.1.9) 
式 中 ,应 变 分 量 = 和 位 移 分 量 分别 为 
є=[є, 6 re] (4.1.10) 
u= [u v] (4.1.11) 
物理 方程 
g= de (4.1.12) 
式 中 ,d. HAEE, de 为 弹性 常数 . 
1 А 0 
d, = d. |“ Lo 20 (4.1.13) 
其 中 
E 
d= 2 
根据 平衡 方程 式 (4. 1. 1) 展 开 式 中 的 第 二 式 有 
S= Sa (4.1.14) 
ане 4.1.14 
将 几何 方程 式 (4. 1.8) 代 人 物理 方程 式 (4. 1. 12), 得 如 下 方程 
z. = 4+ 
ov = а + p% 
r, = 6095 +) (4.1.15) 


在 式 (4. 1. 15) 前 二 式 中 ,消去 名 项 , 则 得 
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ди 
а, = Е + ро, (4.1.16) 
再 将 式 (4. 1.16) 代 人 平衡 方程 中 的 第 一 展开 式 , 有 
和 „Fu дс, а 
p Ёш “эг h (4.1.17) 
根据 式 (4. 1. 14), 式 (4. 1.15) 的 第 二 ,三 式 , 式 (4.1. 17) 得 状态 方程 为 
Y= DY+ F (4.1.18) 
式 中 
ы, ЖҮ 
Y= [u c, т„ z 了 一 эу . (4.1.19) 
0 a 
De | (4.1.20) 
е 20 
其 中 
а+ю:_ 9] 
Е or 
,= -| D, = (4.1.21) 
~ = KA 0 | ~ 
дх 
F=[0 —/, —/, of (4.1.22) 


其 边界 条 件 在 位 移 边界 上 仍 用 式 (4.1. 9) 表 示 . 在 应 力 边界 上 ,用 下 式 
表示 


ICE Š + pa) + me, = P, 
та, + іт, = p, (4.1.23) 
412 基于 二 类 变量 广义 变 分 原理 ,建立 状态 方程 


对 于 弹性 力学 的 二 类 变量 广义 变 分 原理 2 有 
«6—0 (4.1.24) 


п, =| Luan- | -ко'а'ааа— | frudn 
a~~ ~ n2~~ ~ a~ ~ 
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— | ru- u)ds =j p'u ds (4.1.25) 


上 式 中 的 应 力 与 位 移 向 量 符号 详 见 第 一 章 第 一 节 , 对 于 弹性 体 平面 应 
力 问 题 ,由 式 (4. 1. 24) 与 式 (4. 1.25) 进 行 变 分 与 分 部 积分 后 ,得 下 式 


әп, =| — = 


до, 

+ Ра Озу 

[ди а, + 
+ Аўт -Et кудо, dn 
+| E- G + #додоап 

а ду ЖЕЙУ Быны 

[ „ди д А 
+ 5 Эу + 二 二 28.40 
+ | (ar + r, m 一 р,)дийѕ + | (r + сут — р,)доаѕ 

Js, s, 
5 gus u) Óp ds = 0 (4.1.26) 


将 式 (4.1. 16) 代 和 人 上 式 ,消去 应 力 分 量 o 后 ,由 变 分 方程 得 弹性 体 平 
面 应 力 问题 状态 方程 及 其 边界 条 件 ,如 式 (4. 1. 18) 一 (4.1. 23). 


4.1.3 ”基于 正则 空间 哈密 顿 原理 ,建立 状态 方程 


哈密 顿 (Hamilton) 原 理 是 经 典 力学 中 的 重要 原理 , 它 是 以 泛 函数 
CEP Hamilton 作用 量 ) 驻 值 的 变 分 式 给 出 的 系统 的 动力 学 原理 . 本 节 应 
用 正则 型 哈密 顿 原理 来 推导 状态 方程 . 


正则 型 哈密 顿 原理 表达 式 
а |" 2794 — Надад. 
fo iml 
de>») Jdt = 0 (4.1.27) 


AP, 7 为 作用 量 泛 函 , 态 为 哈密 顿 函数 . 独立 的 自 变 函 数 有 二 类 , 即 
Db P, Si u" oq, JE 2n 个 ,这 是 二 类 变量 广义 泛 函 ,因此 ,正则 型 哈 
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密 顿 原理 也 称 二 类 变量 广义 哈密 顿 原理 , 它 只 取 驻 值 . 正则 型 哈密 顿 原 
理 的 端点 条 件 为 


ба = 0, дра = 0 (4.1.28) 
正则 型 哈密 顿 的 变 分 方程 , 即 正 则 方程 为 
da, _ 2H 
dt ар, Ы 
G = 1,2,+зэп) (4. 1. 29) 
ар __ aH 
dt а 


RU. 1. 29) 是 根据 式 (4.1. 27) 关 于 p 与 9 进行 变 分 ,再 作 分 部 积分 
后 ,并 利用 端点 条 件 (4. 1. 28) 推 导 得 到 的 . 下 面 ,应 用 正则 型 哈密 顿 原 
理 来 推导 状态 方程 . 

由 式 (4.1. 25) ,不计 体力 ,将 式 (4. 1.16) 代 入 其 中 ,有 新 泛 函 


п, | (6,9-0,9) – н \аа 
- | p" (u— u)ds -| p'u ds (4.1.30) 
s ~ ~ s~~ 


式 中 ,哈密 顿 函 数 为 


= lrir lA py u, dv- 
a= ze t E а ЕС 280, Fz ər “ә 9х) 
(4.1.31) 


根据 哈密 顿 正则 方程 (4. 1. 29) 有 
[# az ac。 wyr MH ӘН ӘН ӘН. 


ду ду ду ду" дт, до ди до, 
(3.1. 32) 
ERA. 1. 31) 与 式 (3. 1. 32) 得 状态 方程 , 见 式 (4. 1. 18)--(4.1.22). 对 
于 边界 条 件 ,有 关 已 知 位 移 与 力 的 泛 函 数 为 


= | (р.и Pd =}. (раи + pv)ds (4.1. 33) 
对 于 未 知 位 移 与 力 的 边界 条 件 ， 
П, = -上 人 Гев Е xo, )l + т.т uds 
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一 f, (r. + mo, vds (4. 1. 34) 


以 上 我 们 考虑 了 平面 体 界面 的 边界 条 件 

根据 式 (4. 1. 32) (4. 1. 34) 可 推导 出 弹性 体 平面 应 力 的 状态 方程 
及 其 边界 条 件 的 计算 格式 . 由 4. 1. 2 和 4. 1. 3 二 节 可 建立 基于 状态 空 
间 理论 的 多 变量 数值 方法 . 


4.2 弹性 平面 条 形体 的 状态 空间 法 


设 图 4. 1 所 示 平 面体 ,上 表面 作用 有 均 布 荷载 "端面 为 简 支 . 假 


图 4.1 平面 条 形体 
设 平面 体 的 二 类 变量 场 函数 分 别 为 
u= 2. и (у)соѕ 一 一 га 


т=].3,5. 1. 
o= 5 с s, (узіп а 
те 355,5 
х= x` тхл 
„= =. r, (y)cos L 
v= У? v v (y)sin з (4. 2.1) 


т 1.3.5 


Ж.и, (у) .а,„ (у). . , 均 简写 为 20), ICy),，…. 将 式 (4.2.1) 代 入 式 
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(4. 1. 18) ,经 过 整理 后 


Y= DY+ F (4.2.2) 
RPO — Y=[w s, r, е] (A.2.3) 
-X 
Y= Эу (4.2.4) 
20 +A _ тт 
Е 1; 
б i 
A тт 
T 0 
р= и са Нар (4.2.5) 
ы тл, $ oL о 
Е(—-) ET Я 
тт 1-2 Ë 
ET E ` 
根据 文献 L80] ,状态 方程 (4. 2. 2) 的 解答 为 
Y (уу) = e° »Y (0) + fe ДЧ ЭЕ (т)ат (4.2.6) 
式 中 Y (0) = [x (0) 2,00) r, (0) v > (0) J” (4.2.7) 


Ү(у) = [и oy) тыу) v WY (2.8) 


其 中 ,会 由 马克 劳 林 级 数 展开 , 取 截 断 项 来 计算 , 即 
D: D 
e= I+ Dyt 5р + уу + == (4.2.9) 

MARU. 2. 9) 来 计算 指数 矩阵 ,其 精度 由 所 取 项 数 来 确定 . 当 平面 条 
形体 高 度 h 较 大 时 ,收敛 速度 较 慢 , 这 时 可 用 开 莱 - 哈 密 顿 方法 ,该 方法 
可 将 指数 矩阵 展开 有 限 项 来 处 理 , 可 使 计算 量 减 少 , 详 见 文献 [80]. 还 
可 以 应 用 分 层 法 与 传递 矩阵 来 进行 计算 , 式 中 的 积分 项 可 用 数值 积分 
法 来 计算 . 

在 式 (4. 2. 2) 中 ,已 考虑 了 端面 的 边界 条 件 . 在 引入 上 下 面 应 力 与 
位 移 边界 条 件 时 , 需 将 边界 面 上 的 荷载 展 成 三 角 级 数 , 即 有 
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= 2 (а dz 
a= T| а: 


= 2 (| — cosmm) (m = 1,3,5,0) (4.2.10) 
тл 
对 于 式 (4. 2. 6), 不 计 体力 , 则 有 
кюр [Du De D, b.) |“ 
ah) | Da Dy рь D», 2,00) 


a 一 | _ ы > (4 11) 
Da Da Dz D; Dy Ta (0) 


vw (h) 


со 


ра De D. Dsl WO 
根据 平面 条 形体 的 应 力 边 界 情况 ,有 
0,00) q. 1.00) =0 


oxh) = 0; r, (h)= 0 (4.2.12) 
由 式 (4.2. 11) 与 (4.2. 12) 得 到 定 解 方程 为 
РҮ (0) = Р (4.2. 13) 


由 式 (4. 2 13) 848 Y (0) 值 后 ,将 其 代入 式 (4. 2. 6), 可 求 出 了 (>) 值 ， 


最 后 由 式 (4.2.1) 和 式 (4. 1. 16) 求 得 平面 条 形体 内 任意 点 应 力 分 最 
а= (а, o, re 了 和 位 移 分 量 x= и eJ . 


根据 上 面 推出 的 计算 公式 ,下 面 给 出 一 个 数值 算 例 . 设 工 一 1.0,h 
= 0.1, = 0.3,E = 2.1 X 10',q = 1. ЖДИ т = 1,3,5,7,9 , 指 
数 矩 阵 取 10 项 . 计算 结果 列表 4-1. 


表 4-1 梁 的 应 力 与 位 移 值 


材 力 法 | 状态 法 | 材 力 法 | 状态 法 | 材 力 法 | 状态 法 
БО o, | =. | ау 9х10 1 
o |=7463| —15 ° | o [1.068 
0.02 | -4437| —45 | 46382 | 4.8 |0.9444 
0.04 | -4.53| 一 15 | 6.8962 | 7.2 |] о. 6826 
0.06 | 15.18 | 15 |6.8778 | 7.2 | о. 3701 
oog | 45.01 | 45 {| 4.5996! 4.8 | 0.1095 
оло | 75.23 | 75 | ° | ° | 9 
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上 节 介 绍 的 是 单个 平面 条 形体 的 解法 ,对 弹性 平面 多 层 体 ,每 层 的 
材料 性 质 又 不 同 ,在 这 种 情况 下 , 则 需要 考虑 建立 每 一 层 的 状态 方程 ， 
要 用 分 层 的 方法 来 进行 求解 . 

设 香 层 平面 体 有 若干 层 , 即 1,2,…,S 层 , 如 图 4, 2 所 示 . 若 不 考虑 


图 4.2 ЖЕТЕ 
体力 , 则 各 层 的 状态 方程 分 别 为 


YO) = DODY Су), 0<y<h, 
Ү,(у) = D,(y,)Y,(y), h < y< h +h 
Ү,(у) = D,(y;)Y,(y), H,< y<H,,, 
Y, OQ) = Dia ODY a O). H. Sy SHa 
FO) = DODY, O). H-h<y<H 


(4.3.1) 
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式 (4. 3.1) 的 解答 为 
YO) = ФҮ,0), Ф = ерт 


Ү,0) = #09). 


Ү(у) = @Y,(H,), ф = епо 


Y, абу) = 


Ys(y) = ФУН 一 As)， 


根据 状态 变量 的 连续 性 条 件 ,有 
ҮН) = Ya (H) 


ф = ебу 


由 式 (4. 3.2), 有 
ҮН) = 9(y)Y,(H,) 


Y,a (His) = Piri YDY а СН) 
将 式 (4. 3. DARA. 3. 4) ,再 将 其 代入 式 (4. 3. 5), 有 
Yrsa (Hisa) = Piri Oii) * PODY, CH,) 
依 此 类 推 , 就 有 
Ys(H) = фф i@% Y (0) 


或 
Ys(H) = ¥ Y, (0) 


式 中 
= Ф афф 


ф = е0 шус (S= 1,2,-..,5) 


= Фан)» фы = езе 


(4.3.2) 


(4. 3. 3) 


(4.3. 4) 
(4.3.5) 


(4.3.6) 


(4.3.7) 


(4.3.8) 


(4. 3. 9) 


根据 式 (4. 3.7), H ЗР EA ТАТО ЛУ 71-5 58093 R ЖЕ. EE Е 


方程 , 即 
YY = P 


(4.3.10) 


由 式 (4. 3.10) 求 得 Y,(0) 后 ,将 其 代入 (4. 3.2). 可 逐步 求 得 各 层 的 应 
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力 与 位 移 值 , 再 由 式 (4.1.16) 求 出 0,, 从 而 求 得 价 层 体内 全 部 应 力 与 
位 移 值 . 有 关 指数 矩 唾 的 计算 ,有 多 种 算法 , 详 见 文献 L[80]. 


14 基于 状态 空间 理论 的 多 变量 样 条 有 限 元 法 


在 文献 L[30] 里 ,采用 分 段 式 三 次 B 样 条 插值 函数 来 构造 位 移 的 场 
函数 ,应 用 总 势能 原理 建立 样 条 有 限 元 法 的 计算 模型 . 在 本 书 的 第 二、 
三 章 中 ,应 用 三 次 B 样 条 插值 函数 来 构造 二 .三 类 变量 的 场 函数 ,由 广 
义 变 分 原理 分 别 建立 了 样 条 混合 有 限 元 法 与 三 类 变量 样 条 有 限 元 法 的 
计算 模型 . 本 节 应 用 样 条 插值 函数 来 构造 二 类 场 函数 ,由 正则 型 哈密 顿 
原理 建立 状态 样 条 有 限 元 法 模型 . 对 于 弹性 平面 体 问题 ,应 用 式 
(4. 1. 30) 并 把 它 改写 成 两 个 部 分 , 即 域内 部 分 泛 函 


П; = re, E +a- HMA (44.1) 


RP H 为 哈密 顿 函数 , 见 式 (4. 1. 31). 
设 状态 变量 用 三 次 В 样 条 插值 函数 表示 ,就 有 
и = ФГ, .о, Pats = ФГ, = ФГ, (4.4.2) 
СТОИЛА ТРЕЕ 
将 式 (4.4.2) 代 入 式 (4.4. 1) 得 离散 型 泛 函 Па . ВП 


П; =f (ФФ Г, + ГЇФФГ) — ETOD] 
а ФФГ T ГФФГӘ Cel pi 


+ Кк геог, - ыте'ог, 


= 2АГЇФФГҮ — 2ГЇФЇФГ,}ай (4.4.3) 
根据 对 ПА 关于 Y 的 变 分 ,得 到 以 样 条 结 点 向 量 表示 的 状态 方程 
aY= DY (4.4.4) 
式 中 
X 
Y=[M T; If ГІ. YY (4.4.5) 


a= ап (4.4.6) 


— a Др i 
т 565 
(4.4.7) 
对 已 知 边界 位 移 与 边界 力 , 其 泛 函 为 
H; = | Фи 十 prv)ds = Í. (Ф.и + pv)ds 


= | [cuo + E у + тт Jads +Í “t,d + om }оа5 
s, Ў дх 5, ? 


u Í. (и + Bw)ds (4.4.8) 

将 式 (4.4. DRA ERGE Ts 的 变 分 ,得 到 状态 方程 的 非 齐 次 项 
F=f ff Ffi (4.4.9) 

式 中 f = | Ф' оша» . |, Blods (4.4. 10) 
f; =—| as (4.4.11) 

fz f, Физ — Í. Фра; (4.4.12) 

л = | ав + | Фтов (4.4.13) 
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对 未 知 边界 位 移 与 边界 力 ,其 相应 的 泛 函 为 
r esse | ce P+ popl + тыл]ийз 


-| (z, + то, uds (4.4.14) 
s 


将 式 (4.4. 2) 代 人 上 式 , 对 泛 函 进行 变 分 , 便 得 状态 方程 的 贡献 项 


m$ p" 0 0 ІФФ 


0 тФ'Ф ¿Obre 0 


p= | |. 5 ` (AA. 
D= j |g щфФ тФФ o | 9 


ФТФ 0 0 тФ'Ф 


这 样 ,弹性 平面 体 总 体 状态 方程 为 

aY=(Da+ DDY+F (4.4.16) 
RP, aDa Ds 5 F 4 BL DL (4-4-6), (4.4.7), (4.4.9) 与 式 
(4. 4. 15). 利用 第 一 章 中 的 样 条 函数 积分 公式 , 可 求 得 式 (4.4. 16) 中 
的 所 有 系数 矩阵 , 然后 对 该 式 进 行 直 接 积 分 ,可 求 得 样 条 结 点 参数 ,再 


由 式 (4.4. 2) SAU. 4.16) 求 得 弹性 平面 体 的 全 部 场 变 量 值 , 即 应 力 
向 量 "= [о, o, ry] ЖИВ и (и 0]. 


4.5 数值 算 例 


设 有 一 两 端 简 支 深 梁 ,承受 面 均 布 荷载 ,如 图 4. 3 所 示 . 计算 数据 : 
E=1. 0,4=0. 3,a=b=1.0,t=1.0,g=1. 0. 
根据 上 面 的 解法 ,由 计算 程序 算得 的 数值 结果 如 图 表 所 示 . 


4 27 = 


Ж 
р 
4 | 
L | 
І 
а) 
М 
(b) 中 截面 沿 竖 直方 向 位 移 分 布 (c) 端 截 面 的 前 应力 分 布 
有 限 元 法 
(d) 中 截面 沿 高 度 的 垂直 应 力 分 布 (e) 中 截面 的 正 应 力 分 布 


图 4.3 深 梁 的 应 力 与 位 移 分 布 


RA 深 梁 的 状态 变量 ,位 移 分 量 “,”, 应 力 分 量 ,ro 和 о, 值 


y v u oy o т 
0.0 0. 3146 0.2381 0000 0.7468 0 
0.1 -0. 3311 0.1628 . 0319 0.5010 0.1923 
0.2 3537 | 01230 -0. 1133 0.3512 0. 3235 
0.3 0. 3796 0.1056 0. 2288 0. 2592 0470 _ 
0.4 0. 4160 0.0990 —0. 3675 0. 1943 0. 4850 
0.5 —0. 4653 0.0946 —0. 5200 0.1286 0.5300 
0.6 二 0. 5275 0.0825 —0. 6749 0. 0323 0. 5454 
0.7 —0. 6011 0.0508 | —0.8161 二 0.1271 0. 5148 
0.8 -0.6811 | 0.0172 | 0.9255 | 一 0.3399 0.4179 
0.9 —0.7612 | —0014 | —09912 | 一 0.7325 0. 2584 
1.0 
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#435 深 梁 的 位 移 与 应 力 最 大 值 


z T 3 
7—08 状态 空间 法 ERTA 样 条 有 限 元 法 5 
位 移 与 应 力 = 
a 
0.8365 0.831 0.8292 
(0.5.1) | 
u 
—0. 3223 
(0.1) 
Oy 
—1. 0735 
(0.5.1) 
в, l 
—1.2240 -1. 208 | —1.205 
(0.5.1) | 
(0. 5.0) 0.7468 | 0. 7480 0. 7340 
ту 
0. 5454 
(0,0. 6) 
te E EE E 


4.6 基于 状态 空间 理论 的 有 限 元 法 


通用 有 限 元 法 或 位 移 型 有 限 元 法 单元 列 式 ,是 由 最 小 总 势能 原理 
和 在 单元 上 构造 的 位 移 插值 函数 来 导出 . 整体 有 限 元 列 式 是 通过 单元 
方程 求 和 而 得 …. 对 于 基于 状态 空间 理论 的 有 限 元 法 列 式 ,是 通过 包含 
对 偶 变 量 应 力 (Ota) 与 位 移 (u,v) 的 泛 函 驻 值 原理 来 建立 . 泛 函 定 
КАШУ 
Ha,,r, uv) 
=f z. E + з — Н)а0 一 f, {pu + pv}ds (4.6.1) 


式 中 ,哈密 顿 函数 H 见 式 (4. 1. 31). 
4.6.1 单元 状态 方程 


对 于 弹性 条 形体 问题 , 沿 方向 划分 个 单元 ,Cn 十 1) 个 结 点 ,如 
图 4.4 所 示 . 
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ч Е 
в в, 
7 т т; 
a p as 
1 2 3 Ç j n ntl m 
2 
1.3 
图 4.4 单元 划分 


现 考虑 任 一 单元 ,单元 内 任 -- 截 面 处 的 应 力 与 位 移 的 插值 表达 式 
分 别 为 
и = N Cz)u'(y) 


а = N (rz)o'(y) 


(4.6.2) 
r= N (z)z“(y) 
u= N (rv(y) 
式 中 N 为 线性 插值 函数 
сау =. Жү 4 
NG)=[—% F] 4.6.3) 
и, ГД 


т,| V; 
а = Bca - [r= 6) (4.6.4) 
为 方便 计 , а.г. HIROT. 


MERA. 6.2) 代 入 式 (4. 6.1) ,再 取 泛 函 I 的 驻 值 , 即 有 
Әп“ _ ӘП _ 9 _ ӘТ 


w © ao аг ди 0 
得 单元 状态 方程 
aY ° = Da Y + F (4.6.5) 
式 中 
Ү= [а о = vf 
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= [а и, а, о, G ri vy vyf (4.6.6) 
. ат 
r= 4.6.7) 
rNTN 2 
/ ММ 0 
«= | тб, ` [ат (4.6.8) 
2), ММ 
0 N'N 
LNN — N'N 
Ga Ya, кад 
0 r 
2 -N 0 
ММ 0 
Dá= | і НЕЧЕ ПР 2 Jdr 
а) И ; 
0 
(4. 6.9) 
F= [0 [ма [ма о] (4.6.10) 
~ ~ 5,~ s - 


4-62 整体 状态 有 限 元 方程 


这 里 的 整体 状态 有 限 元 方程 的 建立 与 通用 有 限 元 法 相同 ,对 各 单 
元 求 和 ,得 

Dauro = Урра + Бу 

е=1 осе ез С^ = 


将 上 式 改 写 为 - 
а= DoY + F (4.6.11) 


el 


于 是 有 
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Y= DY+ P . 46.12) 


式 中 
D= a-1Do，P= aF (4. 6.13) 
根据 状态 空间 理论 :”', 式 (4. 6. 12) 的 解答 为 
Y= e™Y (0) + [еч (r)dr (4. 6. 14) 


4. 6.3 边界 条 件 的 处 理 


根据 上 述 二 节 得 到 了 单元 状态 方程 (4. 6.5) 和 整体 状态 方程 
(4. 6. 12). 实际 上 ,我 们 得 到 了 沿 方向 离散 后 的 4(z 十 1) 个 一 阶 微分 
方程 组 . 为 了 求解 一 阶 微分 方程 组 ,必需 考虑 问题 的 边界 条 件 . 
下 面 ,我 们 来 考虑 条 形 区 域 的 边界 条 件 . 
在 y = 0.y 二 4b 两 条 边 上 ,车 有 力作 用 ,其 力 的 边界 条 件 为 
av(Ty0) = o,(z,0),r,,(z,0) = r,,(z,0) 
GLb) = (TO) сб) = Z,,.(z,b) (4. 6. 15) 
在 上 述 边界 上 ,对 于 位 移 边 界 条 件 为 
иїи(х.0) = u(z,0),u(z,0) = v(z,0) 
ulx,b) = u(r,b),o(r,b) = v(r,b) (4.6.16) 
这 样 可 提供 4(x 十 1) 个 边界 条 件 . 对 于 条 形体 两 侧 边 的 边界 条 件 ,对 力 
的 边界 条 件 , 有 
х= 0, or(0,y) = о,(0,у),г„„(0,у) = r,,(0,y) 
I=L, s.(L,y) = о,(1,,у),т„,(1,,у) = Tay (Ly) 
(4.6.17) 
对 于 位 移 边 界 条 件 
х= 0, и(0,у) = ш(у).®(0,у) = u,(y) 
х= L, wx“(L.y) = u(y),ə(L,y) = z(y) (4.6.18) 
以 上 ,我 们 建立 了 状态 有 限 元 法 的 计算 格式 . 较 详 细 的 计算 步骤 ,可 见 
下 节 数 值 算 例 . 
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47 数值 算 例 


上 节 介 绍 了 平面 弹性 力学 的 状态 空间 有 限 元 法 的 一 般 性 列 式 过 
程 . 本 节 通 过 一 个 悬臂 梁 例题 来 具体 前 明 列 式 的 步骤 . 为 了 方便 单元 状 
态 方程 的 集合 ,需要 将 式 (4. 6. 5) 中 的 状态 变量 改变 排列 次 序 , 把 单元 


状态 方程 变 成 如 下 形式 : 


D; р, [| Bi 
=ч Жл 
р, 0, E] 
式 中 
Yr= [u ë w oJ 
dY; 
X=% =i) 
对 于 线性 插值 代数 多 项 式 (4. 6.3), 则 有 
Ë k hh 
a, = ау = diag: [s хоу 3] 
А h h h 
a= а= diag ig 5 % 5] 
h 1 
[o 0 3G 2 
0 0 - + 0 
D; = Е 
z ў ° Ó 
Ze 2А 
2 СЕ з © O 


(4.7.1) 


(4.7.2) 


(4.7.3) 


(4.7.4) 
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Р; = 


万 


П 


把 所 有 单元 e 一 1,2，… 


式 中 
Y= [ш о 
. dY 
Y= ду 
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h 1 
ы 9 3G — 2 
1 
0 0 2 0 
Е (4.7.5) 
Е А 
h 2 ©; ч 
а 1— h 
| 
r h 1 
| ° £ б `T 
1 
0 0 一 > 0 
Е (4.7.6) 
SE ЁШ 
h 2 g 0 
к 1-0 h 
多 
h 1 
0 0.67 
1 
° I ? Š (4.7.7) 
Е ` ë Кар. С 
h 2 
£ 1l— P h 
| 2 Е 6. О 
,集合 起 来 ,就 得 到 整体 结构 的 状态 方程 ,有 
aY=D'Y+F (4.7.8) 
па аот ісе È tln Op Tn U] 
(4.7.9) 


а ap ° 
ар а? + aii 
78 s (4.7.10) 
I 0 ag” tag al 
| ат ар 
[De Dp 0 
рр DY Di 
D’ = (4.7.11) 
i ° рї" + рт Di | 
| г Dp 
F=[f ооо о о 0 fJ 710 


这 里 所 举 的 悬臂 梁 如 图 4. 5 所 示 , 左 端 为 自由 端 ,给 定 力 的 边界 条 件 ， 


u=u(y) 
v=v(y) 


图 4.5 区 辟 梁 自由 端 受 前 应 力作 月 
ШЕ Жр. K p. ,根据 式 (4. 6. 10) 


[ray = Co Гатау [N Opay oF 
© 全 АН 


(4.7.13) 
考虑 到 


р. = 61 +m p, = z, l + om Ro, = 0,r,,= z(y) 1 1,т= 0 


于 是 fi=[0 —т 0 07 (4.7.14) 
根据 梁 的 左 端 已 知 边界 力 ,得 到 状态 方程 的 非 奇 次 项 贡献 为 
Е, = [0 -r 0 0 = 0 0] (4.7.15) 


对 梁 右 端 为 固 支 情 况 , 给 定位 移 的 边界 条 件 , 即 = uly) v= wo) .为 
了 保持 状态 方程 的 形式 不 变 , 特 构造 一 个 矩阵 方程 5” ,使 其 满足 位 移 


边界 条 件 , 则 有 
0 00 =I] u) [мб 0 
о 00 о | 0 
É (4.7.15) 
Е | ?十 E- = -7.16 
ү оо о М | p eO) 
= J. 0. 3. 0001 á uu, (y) 0 


将 式 (4.7.16) 累 加 到 总 体 状 态 方程 的 相应 位 置 上 ,在 D" EA Ff Ax 
4 元 素 位 置 上 加 入 式 (4.7. 16) 左 端的 矩阵 元 素 ,对 非 奇 次 项 的 贡献 为 
F,=[0 0 = vy) 0 一 Euo) puny) J 
(4.7.17) 
这 样 ,总 体 状态 方程 的 非 奇 次 项 
F= Е, + F, (4.7.18) 
这 就 完成 了 梁 两 端 力 与 位 移 边界 条 件 的 处 理 . 
现 将 式 (4.7. 8) 进 行 变形 ,有 


Y= DY+P (4.7. 19) 
式 中 D= a 'D' ,P= а 'F (4.7.20) 
对 上 式 进 行 积分 .有 

Y (у) = e "Y (0) + [ез (Dar (4.7.21) 
式 中 ,指数 矩阵 函数 可 应 用 级 数 展开 , 取 截 断 项 来 计算 ,对 积分 项 可 应 
用 高 斯 数值 积分 法 来 计算 . 


最 后 ,利用 梁 的 上 下 面 应 力 边界 条 件 , 即 
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ҮС0) = [a (02а (0210005 (0)*=-z,(0)a,(0)z,(0)u,(0)J" 

Y Ca) = [u а)о (a)r: Cavi ба) ти, Са)о,Са)т, Саух, Са) 17 
可 得 定 解 方程 

D'u = P (4.7.22) 

由 式 (4.7. 22) ч (0), СА. 7. 21) 求 得 梁 内 任意 高 度 处 的 状 
态 变量 ,再 由 式 (4.1. 16) 求 出 应 力 分 量 0, 从 而 求 得 梁 内 全 部 应 力 与 
位 移 分 量 值 . 下 面 给 出 一 个 承受 均 布 荷载 的 简 支 梁 的 数值 结果 . 已 知 ， 
Е = 1,u=0.3,a = 0.2.1, = 1.2,g = 1.0. 计 算 结 果 列 于 表 4-4. 

表 4-4 梁 中 央 截 面 处 下 端 坚 直 位 移 与 正 应 力 值 和 挤 压 应 力 分 布 

-T 


Oy 


| L 
位 移 与 应 力 | v а, i P. | 
| | 0.00 605 010 0.15 | 0.2 


6 单元 | 42.925 24.370 0. 000 0.119 0. 493 0. 849 1. 000 
[951 | 

解析 解 43.065 26. 800 0. 000 l 0.156 0.500 0.844 1. 009 
[24] 


4.8 极 坐标 系 弹性 平面 问题 的 状态 方程 


对 于 弹性 力学 平面 问题 , 在 极 坐标 系 内 ,其 控制 方程 有 4 组 . 
平衡 方程 


La+ f=0 (4.8.1) 
式 中 ,微分 算 子 
| 1 1 3 
Ftr = тж 
L= eae (4.8.2) 
` | ° +» 0+2) 
应 力 分 量 与 体力 分 量 分 别 为 
s= "g, а, tw ,f= [f, fo (4.8.3) 
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几何 方程 


< 一 Іди (4.8.4) 
式 中 ,微分 算 子 
д Т 
> 0 
1 l Ə u 
Һ=| т та 人 
1 2 д 1 
та а) 
位 移 分 量 为 
и= [u, ш" (4.8.6) 
物理 方程 
o= 417и (4.8.7) 
式 中 ,弹性 矩阵 d, 见 式 (4. 1.13). 
边界 条 件 
位 移 边界 条 件 :< 一 “ (4.8.8) 
应 力 边界 条 件 :p= p (4. 8. 9) 
式 中 
p= [p, н) (4. 8. 10) 
由 物理 方程 式 (4. 8. 7) ,推导 出 环 向 应 力 分 量 为 
а= po, БЕЧ + Ё зн (4.8.10) 
由 几何 与 物理 方程 有 
к = ke, 一 pow) (4.8.12) 
将 式 (4. 8. 11) 代 入 上 式 ,得 | 
3 1 =, =н — Ё Z (4. 8. 13) 


由 平衡 方程 组 的 第 一 式 ,并 将 式 (4. 8. 11) 代 入 其 中 ,有 
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до, 1 2, в, i 
ЕЗ Ра ут 7, 
21994 10 Е Е д» _ 
ЕГ + za о, + 24. + = 2 (4.8.11) 
由 平衡 方程 的 第 二 式 ,将 式 (4. 8. 11) 代 入 其 中 ,整理 后 ,有 
д» __ Еди, po te Е Qu _ i 
> Z ое й 7? (8.15) 
由 物理 方程 与 几何 方程 的 第 三 式 
Qa _ ш lM те 5 
r r r д9 G (4.8.16) 
现 将 式 (4. 8. 13) 一 (4. 8. 16) 集 合 起 来 ,组 成 状态 方程 如 下 : 
Y= DY+ F (4.8.17) 
式 中 
dY 
Y= [w o r, u Y= а (4.8. 18) 
Du : Di] 
= | > 之 (4.8.19) 
Е Da a 
其 中 
[a 1-02] 0 _ # 3 
r E ? r 20 
D. = 5 s | 
š Е (Q | - 19 Еа | 
r $s l L ra ræ) 
-E2 _ z 2] [2 EF 
r 40 г 0 r т? 902 
шы „Da = (4.8.20) 
I =Z ug š 1 1 
r 8 G m 
Е= [0 =- f, —/, oF (4.8.21) 
在 位 移 的 边界 上 


+139 • 


и=и (4. 8. 22) 


在 应 力 的 边界 上 | 
атп, Төп, = p, (4.8.23) 
ать 十 Төп, = ро (4. 8. 24) 

或 
(pu + ЕЗ + Z "эў + төп, = po (4.8.25) 


对 于 各 向 同性 体 与 正 交 各 向 异性 体 均 可 以 求解 . 在 求解 问题 之 前 , 先 把 
问题 分 解 成 对 称 与 反对 称 二 种 情况 来 处 理 . 下 节 将 给 出 一 个 轴 对 称 问 
题 的 算 例 . 


4.9 轴 对 称 厚 、 薄 壁 圆 简 的 统一 问题 
491 单 层 圆 简 问题 


在 工程 实际 问题 中 , 常 遇 到 轴 对 称 厚 、 薄 壁 贺 简 问题 ,例如 压力 管 
道 等 . 本 节 介 绍 用 状态 空间 法 分 析 厚 、 薄 壁 圆 简 问 题 , 即 拉 梅 (Lame ) 问 
题 . 

对 于 几何 形状 与 荷载 情况 均 轴 对 称 的 厚 、 薄 壁 圆 简 问 题 ,在 不 计 体 
力 的 情况 下 ,其 状态 方程 由 式 (4. 8. 17) 退 化 为 


Y= D (7 (4.9.1) 
式 中 
р. 0 
Dr)=| (4.9.2) 
< о р, 
其 中 
ша 10 _ 2 
7 E т 0 
р „Da = (4.9.3) 
< E а—|'- їл. АГ 
Lr r LG r 
方程 (4. 9. 1) 的 解答 
Y r) = е (а) (4.9.4) 
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Y (r) = e*''Y (а) (4.9.5) 
式 中 
ГА 0 
А (7) = 7 А | ,Y (a) = [u, (a) a,(a) re(e) u (a) ]" 
(4.9.6) 
其 中 
[з д7 1-2 
Hn Е (r = а) 
Ац = оси (4.9.7) 
š y r 
ZEG kk еч 
| 一 2ln — 0 
a 
42= (4.9. 8) 
` Er- з 


RU. 9.5) 中 的 指数 矩阵 “”" 的 求解 方法 有 多 种 ,这 里 采用 马克 劳 林 


级 数 , 即 
A А 


ё тр (4.9.9) 
根据 边界 条 件 与 轴 对 称 条件 , 即 
YG) = 0) —ф 0 0) (4.9.10) 
应 用 式 (4. 9. 10) 与 式 (4. 9. 9) 得 定 解 方程 
` DY G) = P (4.9.11) 


当 从 上 式 求 得 Y(a) 值 后 ,再 代 人 式 (4. 9. 5) 可 求 得 状态 变量 Y(r) 值 . 

根据 上 面 的 计算 公式 ,给 出 薄 壁 与 厚 壁 圆 简 的 算 例 结果 . 圆 简 的 物 
理 常 数 与 几何 尺寸 :弹性 模 量 E= 1, 泊 松 比 w=0. 3, ЕЕ А а= 
1.0,5 二 1. 1, 对 厚 壁 圆 简 6 一 2. 0, 内 压力 p= 1. 0. 这 里 所 得 计算 结果 与 
弹性 力学 的 拉 梅 解答 作 了 比较 ,两 者 十 分 接近 . Ж 4-5,4-6 与 图 4. 6， 
4. 7 表示 了 厚 、 注 壁 圆 简 的 应 力 分 布 情况 . 
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表 45 薄 壁 圆 简 的 位 移 与 应 力 值 


[24] 


—0.000 
0.114 
0.220 
一 0. 331 
-0.435 
- 0.536 
0. 63 
0. 729 
.822 | -0.822 
.09 --11.264 | -11.268 | -0.912 | —0.91 
-1.000 | —1.000 


Oo or 


Onw 


а=.) 
0—4 


图 1.5 а JJ 35 f 


os or 


0.5 1.0 1.5 2.0 


84.7 厚 壁 圆 简 的 应 力 分 布 
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#46 厚 壁 圆 简 的 位 移 与 应 力 值 
T 


位 移 与 应 力 | z 

и, [24] | a | [24 в [24] 
1.00 2.6538 -- 2.667 0. 000 0. 000 — 2.638 | - 2.667 
1.10 2.574 2.602 | 一 0.224 | -0.231 | —2.409 | -2.135 
1.20 一 2.535 | —2564 | 一 0.403 | =0.407 | —2.234 | — 2.259 
30 -2.513 | —2.546 | —0.510 0.544 | 一 2.095 | 一 2.122 
1.40 1! —0.648 | - 0.653 | 2.122 | 一 1.983 
50 一 0.736 -0.741 | 一 1.892 | 一 1.926 
1.60 — 0.810 一 0.813 一 1.815 | 一 1.854 
1.70 — 0868 | 一 0872 1.751 -1.795 
1.80 | 一 0.922 1.695 | 一 1.745 
1. 90 -6.964 | 一 1.648 1.703 

| -1.000 


492 多 层 圆 管 问题 
对 于 多 层 与 三 层 圆 管 问题 ,要 用 分 层 的 方法 来 处 理 . 例如 把 圆 管 壁 


图 4.8 ЖЕНШ 
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分 成 若干 薄 层 1.2,… 


5, 如 图 4. 8 所 示 , 则 各 层 的 状态 方程 分 别 为 


YO = D, DY a< r< lath) 
Yar) = = D; (rY str} (a + h) < r < (a + h, +h) 
: s (4.9.12) 
Ys(r) = D,(rs)Y,(r) (0 —h)< r< b 
式 中 ,mr 为 各 层 中 心 到 圆心 的 半径 ,上 式 的 解答 
Y (r) = pY, (a), e: = ерат 
Yar) = ф,Ү,(а + h), @, = е 
: : (4.9.13) 
Y (r) = pY, (b — h), p = е" 
根据 层 间 状态 变量 的 连续 性 条 件 , 有 
Y, ‹Н.-\ ) = Yaa (Hi) (4.9.14) 
对 各 层 间 均 应 用 式 (4. 9. 14) ,就 有 
Ү;(Ь) = V Y (a) (4.9.15) 
式 中 
有 一 Фф рф (4.9. 16) 
其 中 
p, = eb, (4.9.17) 
根据 多 层 管 壁 内 外 界面 的 应 力 与 位 移 条 件 , 得 定 解 方程 
ҮҮ, ба) = Р (4. 9. 18) 


由 式 (4.9. 18) 求 得 У, о ДИКА А. 9. 13), 可 求 得 多 层 圆 管 壁 内 


应 力 与 位 移 值 . 


493 数值 算 例 


设 有 无 限 长 的 


截面 的 压力 管 , 埋 在 无 限 大 的 弹性 体内 ,管内 承受 


均匀 压力 g=1, 庄 力 管 的 几何 尺寸 与 物理 常数 为 4 = 1.0.5 二 1.1.E 
= 1.0.6 = 0.3, 弹 性 体 的 常数 忆 = 0.8.5 = 0. 4. 
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这 里 计算 结果 与 弹性 力学 精确 法 计算 结果 作 了 比较 , 见 表 4-7 与 
4 8 ,压力 管 应 力 分 布 与 无 限 大 弹性 体 应 力 分 布 , 如 图 4. 9 所 示 . 
表 4-7 压力 管 壁 应 力 什 


弹性 力学 精确 解 
1.000 | —1.00%0 1.4756 T — 1. 0000 1.4709 
1.020 -0.9519 | 1-4276 | 一 0. 9520 1. 4229 
1.040 — 0. 9066 1. 3822 | — 0. 9068 1.3777 
1.060 -0.8638 | 1. 3400 | 一 0. 8641 1. 3350 
1.080 —0. 8234 1. 2990 | 79.8238 1.2945 
1.100 | 1. 2608 | —0. 7857 1.2578 


弹性 力学 精确 解 
r | в, | o o, т 
1.100 —0. 7852 0.7852 | —0.7657 0.7922 
1.120 | 0.7274 0.7574 | 0. 7381 0.7647 
1.140 一 0.7310 0.7310 | -0.7120 0.7385 
1.160 -0.7061 | o | —0.6872 0.7137 
1.180 —0. 6823 0.6823 | —0.6637 0.6901 
1. 200 一 0.6598 _ 0.6598 | —0.6413 0.6677 
1.220 一 0.6383 | 0.6383 0.6201 0.6161 
1.240 —0.6179 0.6179 一 0.6000 | 0.6260 
1. 260 | 0.5984 -0.5807 | 0.606 
1. 280 | 0.5799 -0.5623 0.5880 
1. 300 0.5622 -0.5449 0. 5703 


对 于 轴 对 称 厚 、 薄 壁 讨 力 管 外 壁 边界 条 件 为 自由 绝对 刚性 情况 
下 ,其 应 力 与 位 移 问题 也 可 求解 . 


(a) 厚 壁 圆 管 承受 内 压力 


精确 解 
w 状态 空间 法 解 


оу 


(b) 压 力 管内 外 壁 中 的 应 力 分 布 
图 4.9 


4.10 空间 弹性 体 的 轴 对 称 问题 的 状态 方程 


空间 轴 对 称 问 题 是 指 弹性 体 的 几何 形状 约束 及 承受 外 荷载 等 情 
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况 对 于 某 一 固定 轴线 为 对 称 的 情况 ,弹性 体内 所 产生 的 应 力 、 应 变 与 位 
移 也 都 对 称 于 该 轴线 . 在 轴 对 称 问题 中 ,通常 采用 圆柱 形 坐 标 系 (7,0, 
z), 如 图 4. 10 所 示 . 空间 弹性 体 轴 对 称 问题 的 控制 方程 有 


平衡 方程 
Lio+ F= 0 (4.10.1) 
式 中 
д 1 1 а 
ж + г ) r 0 д2 
L = Я ә 1 (4.10.2) 
Е 9 
0 0 a су + >) 
а= [0, о, о, sy" (4. 10. 3) 
Е= [Е, FJ (4.10. 4) 
几何 方程 
e= [и (4.10.5) 
式 中 


э 1 0 3 
or r az 
L,= е (4.10.7) 
0 0 аа 
u= [и, ш] (4.10.8) 
物理 方程 
а= ПР, == DLiu (4.10. 9) 
式 中 
(p + 2С) Ф ç 0 
ў 0 
D,= 人 CRF 2G) P (4. 10.10) 
= Ф А (р+ 26) 0 
0 0 0 G 
其 中 ,弹性 常数 , 8 与 G 分 别 表示 为 
一 a 7 ° 
FIFA- 2⁄2 
Е 
без (4.10.11) 
根据 物理 方程 (4. 10. 9) 中 的 第 三 式 
ди, u, , дш ‚дю 
в = Су + Z + 5) + 2G S (4.10.12) 
由 上 式 ,得 
дю i @ ‚д, и ‚ дш 
& 26° ?С'ә T + а) 
(+ DG —2⁄O _ ‚ди _ „и, 
Еа Аси А (4.10.13) 
由 物理 方程 (4. 10. 9) 的 第 四 式 , 有 
ди, _ r, _дш 
ЕЕЕ (4.10.14) 
由 物理 方程 (4. 10. 9) 的 第 一 、 二 式 , 并 将 式 (4. 10. 13) 代 入 其 中 ,得 
ә а 
а, аит) А 
| |= | | (4. 10. 15) 
ду! о, 
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式 中 


E 
А= Ё, d= — .10. 
еа (4. 10. 16) 
现 将 式 (4. 10. 16) 代 入 式 (4.10.1) 中 ,得 
ә, Pu, а а ди, _ үдо, : 
= + zu ту Ау F, (4.10.17) 
W д. т. р 
— 2—0 р, (4. 10. 18) 


由 式 (4. 10. 13), (4. 10.14), (4. 10. 17) 与 (4.10.18) 得 轴 对 称 空间 弹性 
体 的 状态 方程 为 


Z= DZ+ F (4.10.19) 
式 中 
(4. 10. 20) 
(4. 10. 21) 
式 中 
1 в 0. 
G > 
万 二 е (4. 10. 22) 
== > + =) 0 
Ф112 1 а 
ася т а z) Аж 
Da = a 1 GQ + OG 一 200 
А +7) EQ 一 万 
(4. 10. 23) 


F=[0 – Е, —– Е, 0] (4. 10. 24) 
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4.11 圆柱 形 坐 标 系 内 三 维 弹 性 力学 的 状态 方程 


上 节 , 我 们 推导 了 空间 弹性 体 的 轴 对 称 问题 的 状态 方程 . 本 节 , 推 
导 圆 柱 形 坐标 系 内 三 维 弹性 力学 的 状态 方程 ,为 了 求解 空间 轴 对 称 问 


题 ,这 里 沿 = 方向 展开 ,并 讨论 其 解法 及 其 应 用 . 


在 圆柱 形 坐 标 系 内 ,三 维 体 单 元 如 图 4. 11 所 示 . 三 维 弹性 力学 的 


控制 方程 有 


ZA 


图 4.11 圆柱 形 坐 标 系 内 单元 体 


平衡 方程 
1,о+ Е= 0 
式 中 , 偏 微分 算 子 为 
1 1 д 
о ир 0 
_ 12 9 
-| o ata ° 
д 1 2 1 
0 0 去 тж y ++) 
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а= [0, 0, о, т. т. ro (4.11.3) 


Е= [Е, Е, ЖО (4.11.4) 
几何 方程 
e= ST (4.11.5) 
式 中 , 偏 微 分 算 子 为 
д 1 д 12 
а: ^з, “а” 190 
1 3 а а 1 . 
5= |0 —# ° £ 0 G%- | Galo 
2 19 9 
19:0 = гаж 9 
应 变 向 量 与 位 移 向 量 分 别 为 
£= [a л, Q Ye $¿ YP (4.11.7) 
u= [u v ш] (4.11.8) 
物理 方程 
а= Р, (4.11.9) 
空间 弹性 体 的 弹性 矩阵 
Ф(1 ~ y) Фи Фи 
Фи a — р) Фи 0 
= Фи Фи Ф(1 一 р) 
и G 
G 
0 G 
(4.11.10) 
式 中 ,弹性 常数 多 与 G 见 下 式 
E а Е 
атаа 2 за D 


将 上 式 6 面 内 的 薄膜 应 力 c- осе, 除外 ,余下 的 六 个 应 力 与 位 移 分 量 
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组 成 对 偶 变量 , 即 应 力 分 量 zz,r*c- 与 位 移 分量 *v,z ,并 将 它们 作为 
状态 变量 . 下 面 我 们 将 三 维 弹性 力学 控制 方程 进行 数学 变换 ,导出 状态 


方程 . 
由 物理 方程 (4. 11. 9) 与 几何 方程 (4. 11. 5) 展 开 , 有 


о. = Фай toal% toa- J) 2 (4. 


8 
由 上 式 , 得 
К = т. Фи у — Фи 29 + 501 
a. 
由 物理 方程 与 几何 方程 展开 有 


= әу youl yt до 
ç, = ФО] a) y + ФиС 2 +) + Фи (4. 


0 


ди д ди 
® = Фи5 + Фа — DCL + 3) Фао (4. 
сй ш У 
от сс 而 十 去 ы ч. 
将 式 (4. 11.13) 分 别 代入 式 (4. 11. 14) 与 式 (4. 11. 15), 有 
аа асди 
s, = d S + С S + =) + %, (4. 
-а® асі ® + ®. 
о = d S: + dC S + =) + Аа, (4. 
综合 式 (4. 11. 16) 一 (4. 11.18), 有 
a 1 yd д 
(4 +,4-—› Ëg А 
с, и 
д а ә 
Og (Cd 2 + р) > 0 А [чо (4 
т ` о. 
сә 、 _ 1 
r С 0 


. 12) 


.15) 


:16) 


.19) 


RP, d,à 详 见 式 (4. 10.16). 上 式 表示 r 面 内 应 力 分 量 eTo 和 位 


ЖАЛИ и, 与 应 力 分 量 o, 之 间 的 关系 式 . 
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根据 平衡 方程 中 的 第 一 式 , 有 


а, до, 1 аз a, 


TER ат — 29 7 > F, (4.11. 
将 式 (4. 11.19) 代 人 上 式 , 得 
Dr。 аи Gu dwu , d 4 + ©, Fv 
& д? т? № т ri r ) Dor 
' + 1365 = F, (4.11. 
r а 
同 理 ,由 平衡 方程 第 二 ,三 式 ,并 将 式 (4. 11. 19) 代 入 第 二 式 ,有 
д, _ на ди Gu G+du (ду G д 
& тод? r дгд@ r æ ar? ror 
d @ | G À до, y ` 
С) ж сә” r д9 Fo шп. 
ё 911, _ Ae pa 
а Сағ „= 7 % F, (4.11. 
由 式 (4. 11. 12) ,得 
w AHDU, рдн 1 рну 
де Еа= “© ər тгд т 
(4.11. 
根据 物理 方程 (4. 11. 9) 中 , т.т, 有 
w lw 
x С PiE] (4.11. 
ди n, _ дш 
>= G а (4.11. 
现 综合 式 (4. 11. 21) 一 (4. 11. 26) ,得 状态 方程 为 
Z= DZ+ F (4.11. 
式 中 , 状 
Z=[u V о, re т wY (4.11. 
dZ 
Z= (4.11. 


20) 


21) 


22) 


23) 


24) 


год | 
D= | ——- | (4. 11. 30) 


其 中 


1 a 
G 0 г" 
_ Л. 1а 
D, = 0 С 9 (4.11.31) 
а: 2-1 1 93 
к? — 536 0 
D, = 
Cia tm tytn AHR +% 
_ 22 +0 21,644 ә, — 2% + C PE 2t G, 9 
е +, -之 k 
(4. 11. 32) 
F=[0 0 =F, —F, —F, of (4. 11. 33) 


对 于 轴 对 称 空间 体 问题 , 则 有 ,二 5 = ro. = S = 0 ,其 状态 方程 退化 
如 式 (4. 10.15) 与 式 (4. 10. 19): 


9 
0 2 и 
0 б; 
- 4 ; “| 
аа а+юа- 28) : w, 
BaT еә Ea =a» 
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0 
— F. 
— F, 

0 


д а 
ЕЕ 
а Сна = + т? AF26 
上 面 推 导 了 轴 对 称 问题 的 状态 方程 . 下 面 通过 一 个 固 支 贺 板 承受 
均 布 荷载 的 算 例 来 具体 阐明 状态 方程 的 求解 过 程 . 设 贺 板 的 几何 尺 十 
与 物理 常数 如 下 : 圆 板 半径 与 厚度 分 别 为 一 1. 0,A 一 0. 1 ,物理 常数 为 
Е=1. 0,z=0. 3. 圆 板 承受 的 均 布 荷载 9 一 1 如 图 4. 12 所 示 . 


图 4. 12 固 支 贺 版 承受 均 布 荷 载 
假设 圆 板 二 类 场 函 数 为 


u, = и, (п) а, = If T) ут, = тў (т), = xf (r) 
(4.11.34) 


上 式 中 的 f(x) 函 数 应 满足 下 式 
fe) + Ро) HR) = 0 (4. 11.35) 


将 式 (4. 11.34) 代 入 式 (4. 10. 19) ,得 
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" j 
ГА ы S 
ala k 
_ dk ZA 
Т. 
Ak (1 十 ApA)(1 一 20) 
© Е(] — н) 


И ЖЕ. fo ВО O= (at Д БЕМ 


0 
< 8 


3.4288 0.7429 
状态 方程 为 


上 述 方程 的 解 管 如 下 к 
7 (z) = #*7 (0) 


应 用 圆 板 上 下 面 的 应 力 条 件 , 即 


: 2.6: 


D a ен ЗТ SR 


.一 1 
0 


зо 


200) = [8,0) 0,00) 1.0) ж) 


Zh) = uh) Bh) r,(h) 
得 定 解 方程 | 
Du(0) = P 


式 中 = x | 
и (о) = [u,(0) w(o)]" 


P= [д„ о,(о) da oO 


р= fi | 
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(А) ]” 


(4.11.36) 


(4.11.37) 


(4. 11. 38) 


(4.11.39) 


(4. 11. 40) 


(4.11.41) 


根据 式 (4. 11. 40) 解 出 wx(o) 值 ,由 式 (4. 11. 39) 求 得 Z (=) ,再 根据 
式 (4. 11. 34) 与 式 (4. 10. 15) 求 出 位 移 与 应 力 为 wos,rsvzova; 与 0 
圆 板 中 心 处 应 力 与 位 移 值 的 计算 结果 列 于 表 4-9. 
жао 圆 板 中 心 处 位 移 与 应 力 值 


T= | 
NS w : а. 0,90 
0.00 І 7173.20 | wa” | 48.877 b 
0.02 - 173. 60 | 一 0.1041 29.185 
0.04 —173.90 | 一 0.3521 9. 659 
0.06 173. 90 | 0.6479 | - 9.807 
0.08 —173.70 | --0. 8959 —29. 339 
0.10 —173.20 | 1.0000 -49. 031 
S. Timoshenkd _ aen] Г = 
жу 170. 625 48.75 


4.12 ”和 矩形 厚 、 薄 板 的 状态 方程 


薄板 理论 及 其 在 工程 上 的 应 用 , 均 具 有 十 分 重要 的 意义 . 过 去 许多 
学 者 , 如 克 希 霍 夫 (G.R.Kirchhoff), 那 维 埃 , (C. L. Маміег), Æ H 
(М. Levy), 铁 木 辛 柯 (S. Timoshenko) 和 张 福 范 等 作出 了 许多 重要 贡 
献 . 60 年 代 ,由 于 有 限 元 法 的 兴起 ,薄板 的 计算 可 通过 有 限 元 程序 在 计 
算 机 上 实施 自动 计算 . 关于 厚 板 问题 的 研究 ,过 去 几 十 年 间 , 已 有 了 许 
多 工作 ,计算 方法 有 多 种 ,如 有 限 元 法 、 边 界 元 法 、 样 条 元 法 等 . 本 节 , 基 
于 三 维 弹 性 力学 控制 方程 ,导出 矩形 厚 、 薄 板 的 状态 方程 . 随后 研究 其 
各 种 解法 . 


4. 12. 1 三 维 弹性 力学 控制 方程 
三 维 弹 性 力学 的 静 力学 共有 三 套 方程 ,它们 是 
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平衡 方程 


几何 方程 


式 中 


Ен 


= + DG — 2) 


= 122и 
0= Е (о, + о, + с.) 


2-Е 
Е; 


да, › 

2 Эу айе +/,=0 

дт, | до, | д 

92 + + ma +f,=0 

дг. ‚д, до, 

== j Sa == 

Эт T 2y Í atJ 
mW 
дх' ду" ә 
w ‚ дш ди, д 7 д у д 
& ay "一 д az = ay ar 

в, = @ + 2Ge,, cr, = GY,, 

O, = H+ 2Сє„, Tu = GY,; 

о, = g9 + 2Ge., r,, = GY., 


(4.12.1) 


(4.12.2) 


(4.12.3) 


4.12.2 ”基于 三 维 弹性 力学 控制 方程 ,导出 矩形 板 的 状态 方程 
将 式 (4.12.2) 中 的 8 与 e 代入 式 (4.12.3) фо, 5 a,, 有 


g L > ди 
о, т-д“ + a, +0.) + 2С Эт 
и ; а 
р (о, + о, в) + 26 3; 
联 立 求解 上 式 , 得 
ди до 
а, = ìo, tda tday 


(4.12.4) 


e, = да, + на +a% (4. 12. 5) 


由 物理 方程 (4. 12. 3) 中 的 ,及 几何 方程 (4. 12. 2)7,, ,得 


„ди | д 
т»=С©о,+ бә (4.12.6) 
综合 式 (4. 12. 4), (4.12.5) 与 (4.12.6), 有 
9 9 
а= нша = 
Or ar ду (и 
„= ge 4.12.7) 
У š > ду "| „12; 
т, с. 
а РОС 
ду дг 
由 平衡 方程 (4. 12. 1) 中 的 第 一 式 
Экее. Фу у 
= æ ду +. 
Фи ‚и „n Pv дт, 
(а 3 FOSE (ud + G) Эту А < Р. 
(4.12.8) 
式 中 
21.28 = 2-й 
атаб Ануш 
由 平衡 方程 的 第 二 式 
aa az/ 
>x дт ду Š 
ди Fv . о до, 
(G + pd) 55 ( m К © э? Азу 7+ 
(4.12.9) 


由 物理 方程 中 的 а, 和 几何 方程 中 的 s 以 及 物理 方程 式 中 的 т. ЯП т... 
得 
а + а 2 ди | w 


до 

Fa 五 (三 万 СА АО + Эу? (4. 12. 10) 
д 1 _ дю 

z Со Эу (4.12.11) 
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а С ax (4.12.12) 
д, _ _ ё. _ а, _ Я 
р Чар Эу fy (4.12.13) 
12. 8) 一 (4. 12. 13) ,得 方程 为 
Z= DZ+ F (4.12. 14) 
[u v о, т. Ta ш] (4. 12.15) 
ә2 
Е 
[0 0 0 (4. 12. 16) 
[Dn р. 
(4.12.17) 
Dii Dy 
r 1 | EES 
G g 4 
1 а 
o аме “зу 
д д 
а= ду 0 
0 (4. 12. 18) 
® г ме. 
т а +G 3⁄2 = (ра ~ G) 25 
2 ra 
= (G + на) аур е (d Е +С 52) 
-a2 -a2 а+юа—2 
дл ду Е(1— у) 
(4. 12.19) 


RU. 12. 14) 称 矩形 板 的 状态 方程 ,而 Z 称 为 板 的 状态 变量 . 


4.13 ”分离 变量 法 解 简 支 厚 、 薄 矩形 板 的 弯曲 


上 节 导 出 的 矩形 板 的 状态 方程 , 它 具 有 可 分 离 的 数学 结构 ,因此 可 
采用 直接 积分 求 得 板 的 状态 变量 . 根据 简 支 板 的 特点 ,如 图 4. 13, 我 们 


图 4.13 


可 以 采用 三 角 函 数 来 构造 二 类 场 函 数 如 下 : 


и = > Zo 7 = 
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Te = Уху, (z)sin Teos => 


m=} п=1 


а, = У? Уа, sin Esin "> 


=S Уш әз” mesin = (4.13.1) 
m=] s=] 


Ж.и, (2) г, (2), FJ EN иба) ,Te(z),… ,将 式 (4. 13. DRA 
RU. 12.14) 中 ,得 


aZ 
Z=DZ, Z= = (4.13.2) 
其 中 
Z= [u(z) vlz) ce(z) Tz) Tayl) we) (4.13.3) 
Dn р, 
D= | _ 
` Da р, 
Du= D, = 0 
1 mr 
с уа 
1 пт 
D,=|° = 一 至 (4.13.4) 
тт пт 
Эр? ОЁ. 0 ; ç 
асту + GO: (d + G) тА -a 
+ л тл „тт пто = пл 
D,= (d + G) Z ° m= сет) ас) ¿5 
u тт uom (+ н) 28) 
1-а а a-y) b EQ 一 AP) 
(4.13.5) 


状态 方程 (4. 13. 2) 的 解答 为 
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Z (2) = e™Z (0) (4.13.6) 


其 中 
2 =1+ БУЕ (4.13.7) 
Ы а=1 7 
2(0) =[и(0) 000) TKO) TCO) т,,00) wO] 
(4.13. 8) 
在 求解 时 , 还 需要 将 边界 面 的 荷载 展 成 三 角 级 数 , 即 
ж -4f Кыш misin "аха y 
sl (ел i 
= MEn = 1,3,5") (4.13.9) 


根据 式 (4. 13. 6) 引 入 板 面 的 位 移 与 应 力 的 边界 条 件 , 板 在 均 布 荷载 go 
作用 下 ,可 得 定 解 方程 


D.Z (0) = P (4. 13. 10) 
式 中 
31 da а 
D, = [ d. z. (4.13. 11) 
51 ds д». 
164 


200) = [uC0) (0) wo, Р [di da 4) л 
(4. 13. 12) 
由 式 (4. 13. 10) 解 出 Z (0) 后 ,将 其 代入 式 (4. 13. 6) 求 得 Z (2) ,再 由 式 
(4.13.1) 求 出 Z (2) ,并 将 其 代入 式 (4. 12. 7) ,最 后 求 得 矩形 板 的 全 部 


应 力 与 位 移 , 即 = [o о, о, т„ tu J 与 = [u v e, 


4.14 基于 状态 空间 理论 的 多 变量 样 条 有 限 元 法 


上 节 介 绍 的 内 容 是 属于 厚 、 薄 板 分 析 的 一 种 精确 解法 . 在 那里 ,不 
管 对 薄板 还 是 厚 板 (包括 中 厚 板 与 深厚 板 ) 均 可 以 求解 ,而 且 不 作 任何 
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位 移 与 应 力 的 假设 ,因此 ,状态 空间 法 比 传统 方法 要 优越 . 本 节 , 我 们 介 
绍 一 种 基于 状态 空间 理论 的 样 条 有 限 元 法 . 在 上 一 节 里 ,我 们 采用 三 角 
函数 来 构造 应 力 与 位 移 的 场 函数 ,可 解 矩 形 板 的 弯曲 问题 . 本 节 , 我 们 
采用 样 条 插值 函数 来 构造 应 力 与 位 移 的 二 类 场 函数 ,建立 状态 样 条 有 
限 元 法 . 


4.141 基于 二 类 变量 广义 变 分 原理 的 板 的 状态 方程 


上 节 .我 们 介绍 了 基于 三 维 弹性 力学 控制 方程 ,导出 了 矩形 板 的 状 
态 方程 ,并 给 出 了 矩形 板 弯 曲 问题 的 状态 方程 的 解析 解法 . 本 节 , 我们 
采用 样 条 插值 函数 来 构造 多 变量 场 函数 ,通过 二 类 变量 广义 变 分 原理 
来 建立 矩形 板 的 状态 方程 ,并 研究 其 解法 . 

将 三 维 弹 性 力学 中 的 应 力 分 量 与 位 移 分 量 分 成 二 组 ,一 组 为 水 膜 
应 力 分 量 为 ,csvrsi 另 一 组 应 力 分 量 与 位 移 分 量 为 cvrevres 与 ww， 
ш. 取 对 偶 变量 ,p= [ra r.o. q = Си v wI 为 状态 变量 ,建立 以 
状态 变量 为 自 变 函数 的 二 类 变量 的 泛 函数 . 

根据 文献 [22] ,弹性 力学 中 的 二 类 变量 广义 泛 函 数 为 


l, =| guda- | Bebra | aan 


一 Í p'u ds 一 | р' 0и wds (4.14.1) 
„5 „заа 
式 中 
c= [0, о, O, т. т. ту]! (4.14.2) 
и=[и v wf, f= U f, fT 4.14.3) 
p= (р. p. А] (4.14.4) 
2 2 9 
дг д ду 
2 ә д 2 
L= |0 э 0 > ° а (4.14. 5) 
ә а a 
оо 5 а 9 
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r 1 
— 1 
I= 对 称 
San | aeaee он 
l~g 1 一 A 
рар өш; СУ" 
201 — р) 
1 2н 
g 2(1— A) 
t= 2и 
E 2(1 — д) 
(4.14.6) 
其 中 
р, EQ — и) 


 (1+ GQ = 2и) 
容易 论证 :根据 弹性 力学 二 类 变量 广义 变 分 原理 5 ,就 可 以 得 到 
其 欧 拉 方程 , 即 一 套 为 弹性 体内 及 其 边界 上 的 平衡 方程 


Lo+ f= 0, Ec= р (4.14.7) 
男 一 套 为 弹性 体内 及 其 边界 上 的 几何 方程 
є= Lu, u= и (4.14.8) 
式 中 е 为 弹性 体 的 应 变 分 量 
== ГЕ, ее, ti a (4.14.9) 
E J FREEK 
lL 0 0 0 n m 
E= b m 0 n 0 | (2. 14.10) 
оол ют 1 о 


其 中 
1 = cos(x N),m = cos(y № ,п = cos(z N) 
WERU. 12. 7) 代 入 式 (4. 14. 1) .消去 薄膜 应 力 之 后 , 取 关于 状态 
变量 的 泛 函数 变 分 为 零 , 即 得 矩形 板 的 状态 方程 (4.12.14) 一 
(4. 12. 19). 
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4.142 ”状态 样 条 有 限 元 法 方程 


为 了 导出 状态 样 条 有 限 元 法 的 方程 ,下 面 应 用 样 条 插值 函数 来 构 


造 状态 变量 函数 , 即 
и = Ф Cr yO TD, = Ф‹х)@Ф г, 


Ta = Ф(хт,у)Г; = Ф (1) @ Ë ODT; 
w = P (z, y)]', = $ (z) OD (yT, 
式 中 , @ (zx) 58 @ G) 为 多 点 样 条 函数 
P(r) =[p (1) Aa) ф(х). 


Q@(z)--@- (z) PT) ф(т)] 


(4.14.11) 


样 条 函数 的 具体 表达 式 可 详 见 第 一 章 有 关内 容 . Г.Г, ,T's 为 样 条 


参数 ,它们 是 待定 常数 . 


现 将 式 (4. 14. 11) 代 入 以 状态 变量 为 自 变 函数 的 二 类 变量 泛 函 中 ， 
并 取 关 于 状态 变量 的 泛 函 驻 值 , 即 得 矩形 板 的 状态 方程 如 下 : 


b= prer 
式 中 
D= a '(Do + D.) 
p= aF 
r= In, г = П 
ES 
2 
其 中 


(4. 14. 12) 


(4. 14. 13) 
(4. 14. 14) 


(4. 14. 15) 


(4. 14. 16) 


GEBA оп -MIDA 


D, = 0 Jl д9 (у дю — 44% @ д (4.14.17) 
р 0 EO — 4° @ А) 
ААН АУ AAV QAY 0 


Гали O AY + GA 1: omd+O4G4 : — 2491 @ АФ 


An G AP + 4АФ® @ All 


sa iape ap : лаал тазша ЮЧ Әле да| 
(4.14.18) 
rA” Q А 0 
ч X (4. 14.19) 
e б А® @ А® 
Б^. 
А? = | Br Drdr  (m.y,i,j = 0,1.2) (4. 14. 20) 
д ады 


H, Dora 均 为 6 X 6 子 块 阵 ,Di,D: 4 3х3. F= F. + F,. 
ERU 14.13) 中 的 矩阵 D, 是 与 侧 边 的 位 移 边界 条 件 有 关 , 式 
(4.14. 14) 中 的 下 列 隆 是 与 侧 边 的 力 的 边界 条 件 有 关 
在 矩形 板 的 侧 边 ,z= 0,z=e 5 y=0,y=b 处 , 若 作用 有 力 户 (=)， 
Рес) BRE Ш ЕЗЕР Ж 


F= 0 | о Фра 


[осо B етра | Ф) OB Фу) oF 
s~ ~ 5, ~ 


(4. 14. 21) 
在 上 述 边 界面 上 ,车 有 位 移 w(z),w(z),w(z) 作用 时 ,对 于 特殊 情况 : 
ulz) = 002) = wa) = 0 时 .可 以 在 系统 方程 直接 引入 位 移 条 件 : 另 -- 
种 做 法 ,可 以 应 用 变 分 方法 来 推导 出 对 系统 方程 的 贡献 . 其 次 ,上 述 已 
知 位 移 引 起 非 齐 次 项 Fo 若 边界 上 无 位 移 , 则 无 贡献 . 以 上 ,我 们 讨论 
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了 矩形 板 侧 边 的 边界 条 件 问题 . 下 面 , 我 们 来 讨论 矩形 板 上 下 面 的 边界 
条 件 , 对 > = 0h 的 板 面 , 力 的 边界 条 件 为 :p (7,y,0) = P (z,y.0), 
plriy,h) = Pyh) ;对 位 移 的 边界 条 件 为 tryg = lwy 
u (2, yh) = u(x, yh). 

以 上 ,我 们 讨论 了 基于 状态 空间 理论 的 样 条 有 限 元 法 的 计算 格式 . 
对 于 和 矩形 板 的 状态 变量 ,共有 6 个 ,其 中 3 ЯТ ЛУУ о, от... 和 3 个 
位 移 分 量 w,v.w. 当 这 些 未 知 量 求 出 后 ,再 应 用 式 (4. 12. 7) 即 可 求 得 另 
外 三 个 未 知 应 力 分 量 0.,0、,t, 这 样 就 求 得 了 和 矩形 板 的 全 部 应 力 与 位 
移 量 共 9 个 . 在 具体 求解 时 , 先 对 矩形 板 进行 网 格 剖 分 , 若 取 4 < 4.6 < 
6,8 X 8 等 网 格 , 由 式 (4. 14. 12) 需 求解 样 条 参数 的 数目 分 别 为 294， 
486.726. 应 用 状态 样 条 有 限 元 法 求解 矩形 板 问题 时 ,直接 建立 整体 状 
态 方程 ,无 需 进行 单元 集合 . 由 于 样 条 插值 函数 具有 解析 与 数值 的 双重 
特性 ,待定 参数 少 ,逼近 精度 高 ,连续 性 强 , 再 由 于 独立 设置 各 类 场 函 
数 , 因 此 ,对 于 各 种 应 力 与 位 移 均 有 和 较 高 的 计算 精度 . 


4.15 数值 算 例 


根据 上 面 的 计算 公式 ,我 们 编制 了 计算 程序 . 下 面 给 出 一 个 四 边 简 
表 4-10 ”四 边 简 支 矩形 板 弯曲 的 应 力 与 位 移 值 


0.05 0.075 0.1 S. Timoshenko[ 251 


h 0 0.025 


u | 6.7933 | з. 3200 | 0.0182 | 3.4116 | 6.8647 
v тоў —3.3200 | c.0482 | 3.4116 | 6.8617 | 
w 45. 3331 | 45.6442 45. 7331 | 45. 6054 | 45. 2545 44.3352 
Ше —1.0 | —0.84% | —0. 5186 | —0.1806| 0.0 Е 
0. 0 | 2.7867 3.7087 | 2.7857 | 0.0 
| oo | 2.7867 | 3.7087 | 2.7857 0.0 3.8770 
s | 30.9170 | 14.5359 | 0.0061 | 14.5359 | 30.9170 32.0298 
з, | 30.9170 | 14.5359 | 0.0061 | 14.5359 | 30.9170 32.0298 
r [16.1167 | 8.0231 | 0.1080 | 8.6231 | 16.1167 17.2467 
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支 矩形 板 的 弯曲 问题 的 数值 结果 . 板 的 计算 数据 :ae 一 4 一 1.0,A=0. 1， 
E=1.0,.z#=0.3,g= 1.0. 数值 结果 列 于 表 4-10. 其 中 ,S. Timoshenko 
解 ,位 移 为 精确 解 ,应 力 解 只 取 一 项 级 数 解 . 


4.16 圆柱 壳 弯曲 的 控制 方程 及 其 二 类 变量 广义 变 分 原理 


圆柱 形 壳 体 在 建筑 工程 高 压 容器 ,原子 能 电站 及 航空 工程 等 领域 
中 有 广泛 应 用 . 由 于 圆柱 壳 的 控制 方程 是 一 组 高 阶 偏 微分 方程 ,其 边 值 
问题 的 解析 解 一 般 是 十 分 困难 的 . 

本 节 , 我 们 简要 地 介绍 一 下 圆柱 壳 的 控制 方程 及 其 二 类 变量 广义 
变 分 原理 . 随后 ,介绍 圆柱 壳 的 状态 方程 及 其 解法 。 

在 圆柱 形 的 坐标 系 下 ,如 图 4. 14 所 示 圆 柱 壳 单元 ,其 控制 方程 有 


ZĘ: 
平衡 方程 
Lot Е= 0 - (4.16.1) 
式 中 , 偏 微分 算 子 为 
Ə д 1 1 9 
x 0 0 0 Gri) С 
= 19 2,2 2 
аро г æð 0 y ш г) 0 ax 
176.9: гат 1 9 д 
Š т (元 十 r) r д8 дт У 
: (4.16. 2) 
应 力 向 量 与 体力 向 量 分 别 为 
о=[о, о, о, то rr т] (4. 16. 3) 
F=[F, F, F,P (4.16.4) 
物理 方程 
o= р, (4.16.5) 


式 中 ,DD 为 圆柱 壳 的 弹性 矩阵 
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Ще) 


(4.16. 6) 


图 4. 14 圆柱 形 坐 标 系 内 三 维 体 单元 


式 中 ,弹性 常数 9? 与 G 分 别 见 式 (4. 11.11). 


几何 方程 
e= STu | (4.16.7) 
式 中 
E 一 [e & € Ye Y, Vaf (4.16.8) 
u= [u v ш] (4.16.9) 
其 中 , 偏 微分 算 子 
9 9 10 
ары ОО, `0 0 ж r 
区 1а СЕ СИР ә 
S= 0 ЕЛ 0 ж x 0 Эт (4.16.10) 
1 9 19 9 
отга 7a a? 


此 外 ,在 位 移 边 界 上 ,给 定位 移 分 量 u= из TERIA E BE li) y 
t p= p. 这 组 控制 方程 包括 有 6 个 应 力 分 量 ,6 个 应 变 分 量 与 3 个 位 
移 分 量 ,共有 15 个 未 知 函 数 ,连同 边界 条 件 ,原则 上 ,可 求解 这 套 方程 
组 . 但 要 用 精确 法 求解 这 套 圆柱 过 控制 方程 ,一般 有 较 大 困难 为 了 求 
得 其 近似 解 , 可 通过 变 分 原理 来 求解 ,例如 ,可 以 构造 出 圆柱 这 的 总 势 
能 泛 函 , 总 余 能 泛 函 以 及 二 三 类 变量 的 广义 势能 泛 函 等 ,再 假设 位 移 
场 .应 力 场 等 函数 ,然后 通过 泛 函 的 极 值 或 驻 值 原理 而 求 出 其 近似 解 
也 可 以 通过 变 分 原理 建立 数值 方法 如 有 限 元 位 移 法 ,有 限 元 力 法 、 混 合 
有 限 元 法 、 杂 交 有 限 元 法 等 为 了 导出 圆柱 壳 的 状态 方程 ,需要 用 
到 圆柱 这 的 二 类 变量 广义 变 分 原理 . 
根据 圆柱 形 坐标 系 的 三 维 弹性 力学 的 二 类 变量 广义 势能 原理 ， 
6Is = 0 
式 中 
п, esa bf врела атаа 


一 | ри u)ds 一 | PT uds (4.16.11) 
< Ж 
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式 中 的 应 力 向 量 o. 位 移 向 量 w 及 体力 向 量 F. 详 见 式 (4. 16. 3)， 
(4. 16. 4) 与 (4. 16. 9) 所 示 . 根据 二 类 变量 广义 变 分 原理 , 即 6Us: = 0 ， 


可 获得 圆柱 壳 的 平衡 方程 (4. 16. 1) ,几何 方程 (4. 16.7) 以 及 力 与 位 移 
的 边界 条 件 . 


4.17 圆柱 过 的 状态 方程 及 其 解法 


根据 圆柱 壳 的 物理 方程 (4. 16. 5), (4. 16. 6) 与 几何 方程 (4. 16.8). 


有 
в,= О 0 ppl RABA (4.17.1) 
ди 1 Ф дщ š 
o= фи 55 т ф1 — S К+ G4.17.2) 
r= GOE + 19) ` (4.17.3) 
аа оа m aw 
y %= физ + Aat tO “) > (4.17.4) 
由 上 式 ,得 


Ən. l ад 
ər Ф с аг 


将 式 (4.17.5) 代 入 式 (4.17.1) 和 (4.17.2), 有 


1 w 
ФиС ж + 7) + 9,]04.17.5) 


_ ди læ, w 
в, = d s= + ud — yty + А, (4.17.6) 
ди 19% w, РА 
в = н з + d 9 + d — + Аа, (4.17.7) 
综合 式 (4. 17. 3), (4. 17. 6) 与 (4.17.7) ,组 成 下 式 
9 ака “4 
аз А ш 


(4.17.8) 


„== 
> а 
Ш 
Flo 
` 18. ~| 
Flo zlo gi 
= 
xja 
E ЖИ. 
5 


| 

| 
© 
© 
了 

8 
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式 中 ,d,4 详 见 式 (4. 10. 16). 

上 式 表示 z0 面 内 应 力 分 量 和 三 个 位 移 分 量 w,v,w 与 径 向 应 力 分 
Жо, 之 间 的 关系 式 . 将 z0 面 内 应 力 分 量 6,00,tw 除外 ,余下 的 圆柱 过 
AHDE SAE ХНЛ И, В Со, тостко) 称 状态 变 
E. 将 式 (4. 17. 8) RARU. 16. 11), 组 成 以 状态 变量 为 自 变 函数 的 新 
泛 函 数 П... 根据 泛 函 Tš, 的 驻 值 条 件 , 我 们 有 


ӘП _ ӘП; ӘП _ ӘП; ӘП, _ Ms 
Or. C“ O C о а ә ар О ЕТ) 


得 圆柱 沉 的 状态 方程 如 下 : 


Q= DQ+ F (4.17.10) 
式 中 
О=[ о о, rr wI (4.17.11) 
Q 
== 2 
Q= Z (4.17.12) 
° ° ° + ° -+ 1 
° r ° ° т ++ 
d à olz | d 
r 1 =? дт r æ r? 
D- 
- dbA og -b o -#3 
сно ш Че» чыз леш 
-+5 "мы", o 1 
(4. 17.13) 
F=[0 0 一 已 —F, — Е 0f (4.17.14) 


位 移 边界 条 件 = 


и= и (4.17.15) 
应 力 边 界 条 件 P=? 
其 中 p= [b P PI (4.17.16) 


方程 (4. 17.10) 的 求解 ,要 涉及 到 如 何 构造 对 偶 场 函数 的 问题 . 一 
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般 说 来 , 除 对 简单 边界 情况 外 ,要 构造 适合 边界 条 件 的 场 函数 ,将 是 十 
分 困难 的 ,即使 能 构造 出 来 ,函数 复杂 , ЕНИ ИЕ ЖИЛЕ. 值得 
注意 方程 (4. 17.10) 中 的 矩阵 也是 的 函数 , 且 还 有 微分 算 子 ,因此 必 
需要 构造 好 场 函数 后 ,才能 进行 求解 . 为 了 求 得 精度 较 高 的 应 力 与 位 移 
分 布 ,我 们 将 结构 的 厚 壁 层 划分 为 若干 薄 层 , 建立 各 薄 层 的 状态 方程 . 
设 将 图 示 圆柱 壳 沿 7 方向 划分 为 5 个 薄 层 如 图 4. 15 所 示 . 


图 4.15 多 层 圆柱 形 壳 截 面 


对 于 第 1,2,…,S 层 , 若 不 考虑 体力 与 表面 力 ,其 状态 方程 分 别 为 
Qr) = D,Gr)Q, (r) a<r=<(a+h) 
Qir) = D,(r,)Q,(r) (a + h.) < r < (a + h, +h) 
©з) = DSTs) @ — h) < r < b 
(4.17.17) 


上 式 的 解答 分 别 为 
© (а +h) = PQ (а). Ф = ерір 


Qla + h, + h,) = @Q,(a + h), Ф, = ер" 


Q) = gQ, — h), @ = ер" (4.17.18) 
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根据 各 层 间 的 应 力 与 位 移 的 连续 性 条 件 , 得 结构 的 状态 方程 解 为 
Q. (6) = Фет) (a) 


或 
Q= FQ, a) (4.17.19) 
式 中 
P= фф (4.17. 20) 
其 中 
p= е (s = 1,2,5) (4.17.21) 


EER, noron r 为 各 层 中 心 到 圆心 的 半径 . 根据 式 (4. 17.19), Hi 
圆柱 过 表面 的 应 力 与 位 移 的 边界 条 件 , 得 定 解 方程 , 即 


уа) = P (4.17.22) 


从 式 (4. 17. 22) 求 得 Q. (qa) 值 后 ,将 其 代入 式 (4. 17. 18) , 即 可 逐步 求 得 
各 层 的 应 力 与 位 移 ,再 将 其 代入 式 (4. 17.8), 则 可 得 薄膜 应 力 cvoy， 
zu 分 量 , 从 而 求 得 圆柱 壳 的 全 部 应 力 与 位 移 量 . 有 关 式 (4. 17. 21) 中 的 
指数 矩阵 的 计算 ,有 多 种 方法 , 详 见 文献 [80]. 


4.18 ” 轴 对 称 圆柱 壳 弯 曲 的 解法 


在 实际 工程 结构 中 , 常 采用 对 称 结构 ,使 问题 简化 ,容易 求 得 其 解 
答 . 对 于 轴 对 称 圆柱 壳 问 题 , 其 状态 方程 可 通过 式 (4.17.10) 一 
(4. 17. 16) 退 化 而 得 ,也 可 以 由 轴 对 称 贺 柱 壳 的 控制 方程 直接 导出 . 其 
状态 方程 为 


Y= DY+ F (4.18.1) 
式 中 | 
Y= [и о, т, w] (4. 18. 2) 
X 
Y= = (4.18.3) 


F=[0 —F, —Е, 07 (4.18.4) 
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1 а 
o 0 G дт 
ЖЕ (1 20) 1 ә а 
r ar (1—6) ғ дх т? 
ет 2 ә 1 иа 
d эз 4 元 r ғ дх 
ЗЛЕ ЗА O à 
Эт EQ — 0) r 
(4.18.5) 
在 x9 面 内 应 力 分 量 为 
r ы 
А аА Г 
БА е 5 d о, (4.18.6) 
‚! д 
ma А | w 


下 面 通过 一 个 算 例 来 说 明 状 态 方程 的 解法 . 对 图 4. 16 R 
支 轴 对 称 闭 合 圆柱 壳 的 弯曲 问题 ,承受 内 压力 $. 


图 4.16 简 支 闲 合 图 柱 形 壳 承受 内 压力 


根据 圆柱 壳 约 束 情况 ,构造 圆柱 壳 的 对 偶 场 函 数 为 


ы Ta . MAX 

0 一 Ху быш —— 

A L 
m 1.3.5. 
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Š 一 ттт 
т T, COS L 


y= 5 UmCOS тас 
т 1.3.5." и 
ш= „ 2) ев = (4.18.7) 
若 不 计 圆 柱 壳 的 体力 ,将 式 (4. 18.7) 代 入 式 (4. 18. 1), 有 
Y= DY (4. 18. 8) 
式 中 
Y= [а, о. ты Wal” (4.18. 9) 
X 
7= = (4. 18. 10) 
21 mr | 
0 0 С c m= | 
== га тту 28) 1 тт, а | 
Б r L CI — y a L т? 
А ас" y ы ле") 1: gd тту 
L L r А 
тп 1 = 28) (1+ и) _ А 
АСТ.) ЕП W Н 7 
(4. 18. 11) 
式 (4. 18. 8) 的 解答 为 i 
Y (r) = pY (а) (4.18.12) 
式 中 
n =, СА) 
ndr Alr: ~ 
p= 2 еле 之 i (4. 18. 13) 
其 中 


(4. 18. 14) 
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Аџ= | 一 pdm, r WS 22); г 
1, (1 一 Ap) a 
а-а) -Ara 
dus л ТРЕК 
Б т 
[1° а) аб) 
(тт)? тт 
ат“ = а) АС) а) 
y ан е л Ta : 
а тп. 1 一 2p)(1 + # 
АР = а) Еа 
一 一 :二 pamti r 
L 
А»= ДИЕ 
0 一 Xn 二 
a J 


根据 轴 对 称 圆柱 壳 的 应 力 与 位 移 边界 条 件 
YO = [unb 0 0 ш.) 
Y (а) = [и,(а) q, 0 10„(а)]7 
还 有 
2 


qa = nn 


根据 (4. 18. 12) 可 得 定 解 方程 
АҮ (а) = R 


ZË (| — cosmm) т = 1,3,5, 


(4. 18. 15) 


(4. 18. 16) 


(4. 18. 17) 


(4. 18. 18) 


> 由 式 (4. 18. 18) 解 得 了 (a) 后 ,将 其 代入 式 (4. 18. 12) 与 (4. 18.7), af 


求 得 全 部 应 力 与 位 移 的 两 类 场 变量 值 . 


根据 上 面 导出 的 算式 ,编制 了 计算 程序 . 下 面 给 出 一 个 数值 算 例 . 


10. 0,Е = 10, 


圆柱 壳 的 几何 与 物理 参数 如 下 : a = 2. 0,6 = 2.2,L 


к= 0.3,p = 1.0 ,算得 的 全 部 应 力 与 位 移 值 列 于 表 4-11. 
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表 4-11 轴 对 称 圆柱 壳 弯 曲 的 数值 结果 


ихюз] [а [P] o 2 
Ё (z=0) | G= | ао) | а=) G=) | G= 
2.00 0.1736 1.0021 | 0 0. 1980 一 0.5804 pr 795 ú 
2.05 —0.1545 | —0.7690 | 0.9543 0. 2003 — 0. 2974 9.659 
2.10 ! 一 0.1357 | — 0. 4988 | 0. 7919 0. 2026 — 0. 0184 | 9.528 
2.15 | 一 0. 1195 | 一 0. 2405 | 0.5974 | 0. 2059 0. 2675 9. 400 
2.20 | —0. 0965 1 0. 0000 0 0. 2078 0.5175 9.275 а 
S Timoshenko 
[25],р. 477 0.2 10.0 


4.19 状态 空间 法 分 析 结构 动力 响应 问题 


本 章 前 面部 分 介绍 了 状态 空间 法 分 析 弹 性 结构 的 静 力 反应 问题 . 
由 于 状态 方程 具有 可 分 离 的 数学 结构 ,因此 ,可 应 用 直接 积分 法 求解 问 
题 ,这 比 传统 的 方法 优越 , 它 不 仅 可 以 求解 多 变量 问题 ,还 能 扩大 解 题 
范围 . 本 节 , 通 过 弹性 结构 的 动力 方程 ,引入 状态 变量 ,建立 结构 动力 分 


析 的 状态 方程 ,并 给 出 其 解法 . 


结构 在 承受 动力 荷载 作用 时 ,其 动力 方程 为 
МХ+СХ+КХ- FO 
AP, M,C,K 分 别 为 结构 的 质量 矩阵 ,阻尼 矩阵 和 刚度 矩阵 . F G) 为 


荷载 列 阵 . 引入 状态 变量 


由 式 (4.19.1) 与 (4.19.2), 得 


qD q+ E 


(4.19. 1) 


(4.19.2) 


(4.19.3) 
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gA g <l 
D= | r (4.19.4) 
aR - Ë МОК 一 1 


[> | 
P=| ~ | (4.19.5) 
~ LMF ad 
方程 (4. 19. 3) 的 解答 em 
q= e™q (0) + [ер (Ddr 4.19.6) 
人 СЕ 


在 式 (4.19.6) 中 ,有 2л 个 动态 响应 量 , 即 个 位 移 响 应 量 与 个 速度 
响应 量 . 对 于 和 矩阵 指数 函数 “” 的 计算 有 多 种 方法 ,其 中 一 种 是 将 矩阵 
指数 函数 直接 展开 成 麦克 劳 林 级 数 来 计算 ,但 需要 取 截断 项 ,其 计算 精 
度 随 截断 项 的 增加 而 提高 ; 另 一 种 是 采用 开 莱 -哈密 顿 方法 ,该 法 能 简 
化 为 有 限 项 来 计算 ,精度 高 . 在 式 (4. 19. 6) 中 的 积分 项 ,可 采用 数值 积 
分 ,如 高 斯 数值 积分 法 等 . 
通过 了 DD 矩阵 的 特征 值 计算 ,可 获得 结构 的 各 阶 自 振 频 率 ,并 能 给 
出 各 阶 模 态 . 结构 自 振 频率 由 下 式 确定 
| 


IM 一 局 | = 0 或 
展开 ,有 
E E (4.19.7) 
由 上 式 可 计算 出 2л ЕЕ А. 根据 矩阵 指数 函数 有 限 项 展开 方法 得 
FR: 
1 Ж [80 ai 
a 5 -. |420) еч 
ШЕ А1. (7, (4.19. 8) 
аар, 


由 上 式 求 得 a GO) , 则 矩阵 指数 函数 为 
e= aG) I+ а0р+ a, (t) D? +. + an- GOD"! 
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对 于 有 2 4 А 重 根 的 情况 ,在 式 (4. 19. 8) 中 ,第 i 十 1 项 变 为 下 式 
040 + аА + + а, DA H + a, DAL] 


а дг Àt 
SAAE = іе“ 
于 是 ,结构 的 动态 响应 量 为 
q= qo + q, (4. 19. 9) 
其 中 ,结构 初始 位 移 与 速度 引起 的 响应 量 为 
du(X,X) = cg (Xos Ko) (4. 19. 10) 


“结构 由 于 突 加 动力 荷载 引起 的 响应 量 为 
qs(X,X) = I Р[ аа — т)ат 十 … 十 D" P fa 10 — r)dr 


(4. 19. 11) 


0 
式 中 r=] < lro 


-CM 

D:P= е сму = к 0) (4. 19. 12) 
根据 上 节 导 出 的 计算 公式 ,给 出 一 个 算 例 , 见 文 献 L[19]. 已 知 
其 中 
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由 式 (4.19.7), 即 
А А 
[21+ М-'К | = 0, = + V 2 与 =+ 4/51 
ря 5 Е 2 м 


根据 式 (4. 19. 8), 解 出 


a (t) = Ае“ 
[1 П м 2 Z 9:79] ита 
-| =i 1-02 -2 272 | 
1 т ДБ 6 = т. | 


| 


š -Hh — $ -5 s.s] уу?“ 
1. 667cos MV 2 t — 0. 667соѕ V5t 

1.172sin MV 2 z — 0. 2938sin 4/5 £ 

0. 334cos MV 2 t — 0. 334cos x/ 5 t 

0. 232sin MV 2 t — 0. 1475іп ~/ 5 t 


这 样 ,结构 动力 响应 量 为 


9, = [чор (т)ат 
Te j, = 
=I P| ac — r)dr +D Pac — дат 

= $ -- Јо 
+ DP [аа 一 r)dr 十 DiP [ае — г)йт 
кй, Н, н Ju 


其 中 


10 
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0 

0 
DP | ау 0 
` [wk] о 
. \ 一 40 
10 
р?р= + J = 
-~ | O 0 
0 

完成 上 述 各 积分 项 , 即 


fac 一 r)dr = Го. 667cos V 2 (t — т) 


— 0. 667соѕ MV 5 (£ — т) Јат 


1. 667. 5 0.667. 
=— sin V2t— — sin 4/51 
М? М5 


fac = Ddr=| [1.172sin V2 (t — z) 
0 “0 


— 0. 2938sin V5 G — r) Јат 


1.172 
一 一 -二 (] 一 cos V 2t) 
VE k 
0. 2938 >= 
— € — соѕ 54) 
V5 т 


[ае 一 r)dr =f Co. 334cos V 2 G — т) 
° ° 


— 0. 334cos V 5 (t — т) Јат 
0.334_. 

= sin ~ 人/ 22 
V2 


2 


0.334. 
at 
M5 


[ас — dr -f [0. 232sin VZ G — r) 


— 0. 147sin 3/5 (t — т) Jdr 


0. 232 
=—=(1 — cos v 2 t) 
М2 


0.147 
= — S — соѕ у 5 t) 
м 5 


于 是 ,结构 在 突 加 荷载 作用 下 ,动力 响应 量 为 
1. 6405(1 一 cos x/ 2 t) 一 0.6574(1 一 cos 4/5 г) 
ахх) = 1.7254(1 — cos MV 2 t) + 1. 1368(1 — cos 4/5 £) 
SPSESE 2. 3618sin А/ 2 一 1.4973sin 3/52 
2. 3406sin 3/2 t + 2. 9918sin 3/5 £ 
由 上 式 计算 , At, 2At, 3At, e, 12At, FEP Ar = 0. 28 ЖУ. 动力 位 移 的 响应 
量 值 , 列 于 表 4-12. 
表 4-12 ”状态 空间 法 计算 动力 位 移 响应 值 


时 间 м 24 3⁄4 44 54 644 
状 х, | 0.0022 0.0366 0-1713 0.476 0.978 1.629 
法 х, 0. 3831 1.4170 2.795 4.121 5. 043 5.359 
74 824 9At 104r 11м гм b 


x, | 2. 300 2.815 3.00 2.762 2.097 1.138 
x: 5.076 4.381 3.566 2.905 2.560 2.533 


时 间 м 2м зм ам s 6м 
* Ху | 0.006 0.045 0. 170 0. 520 1.05 1.72 
加 [19] 
法 Xa 0. 376 1.42 2.79 4.12 5.04 5.33 
тм B, эм 104 11м 124 
x, 2.338 2.861 3.052 2.801 2.130 1.157 


4.985 4.277 3.457 2.806 2.434 2.489 
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4.20 状态 空间 和 迭代 法 计算 结构 的 动力 响应 量 


上 节 介 绍 的 状态 空间 法 计算 结构 动力 响应 问题 时 ,需要 求解 D 
阵 的 特征 值 4, 有 了 特征 值 后 ,才能 将 矩阵 指数 函数 展开 有 限 项 , 并 求 
得 a0). 从 而 ,把 矩阵 指数 函数 确定 ,然后 ,通过 式 (4. 19. 11) 求 得 结构 
的 动力 响应 值 . 

本 节 , 我 们 介绍 一 种 迭代 法 来 求解 结构 的 动力 响应 . 这 种 方法 ,可 
以 不 必 求 了 矩阵 的 特征 值 , 也 不 必 解 线性 方程 或 求 矩 阵 的 逆 , 而 只 需 作 
矩阵 相 乘 运算 . 

Тена 划分 许多 时 间 间 隔 Де, РЕ Е Я], = 
їМм(@ = 0,1,2,…) ,结构 动力 响应 量 为 
对 i 时 刻 

Хуа) = e%X (0) 十 Ka (rdr (4. 20.1) 
对 i 十 1 时 刻 
X, is) = eX (0) + [с K P (Ddr (4.20.2) 
上 式 ,可 以 写成 


м 
X (t 43 = P iC +Í epa-oP(r)dr 
Хуа) = е^“Х (0) + EP (t) (4. 20. 3) 


x 
к= | eraa = (e — DD? 
E= Dp 


RE REE RART A F: 
Xari d) = PX) + rŠ,P б) (4.20.4) 
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式 中 


= (Dr) е (Dry 
Ф, > "Tes. 之 urii (4. 20. 5) 
迭代 法 的 另 一 种 型 式 为 
Xin GD SPX) +D PU) DPU) (4. 20. 6) 


式 (4. 20. 4) 中 的 动 荷 载 P G) #= z 时 间 间 隔 内 为 常数 . 若 在 此 间隔 内 ， 

动力 荷载 为 线性 变化 时 , 则 选 代 公式 为 

Х.н) =P X) +D D Р.а) + BD ID [Pasi Cti) = Pe) ]/ 

2 一 D Р.) HDD Ри) — Pisi а) 1/4 

(4.20.7) 

从 上 面 公式 ,可 以 看 出 ,应 用 式 (4. 20.4) АКОНЯ KAX D Ж 

BERW. 车 应 用 式 (4. 20. 6) 与 (4. 20.7), 则 和 需要 对 DD 矩阵 求 逆 , 但 可 以 

应 用 精细 算法 ,以 提高 计算 精度 . 下 面 我 们 简要 地 介绍 一 下 精细 从 代 算 


Ж. 对 迭代 公式 (4. 20.6) ,可 以 对 指数 矩阵 函数 进行 精细 计算 . 根据 
指数 函数 的 加 法 定理 ,有 


exp(D • т) = [exp(D + Dr 


Жер, пр m = 25 算法 . 例如 NN = 10,m = 1024. 由 于 r 已 是 很 小 的 
HAKE. M Aa = = 将 是 非常 小 的 时 间 区 段 了 ,就 有 


exp(D+ д) =T 二 DA 十 让 (D Ay 
1 1 
十 机 (Da 十 着 (DA (A.20.8) 
- рм (DA) 
exp(D 4) = I+ D 4 + (DAX [+ = + == ] 2 
= r+ @, 
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其 中 


于 是 


其 中 


2. 
и+ +Z 
„= DA + (DAD? х у (4.20.9) 
Ф= (1+ $)” = (I+ Фә” e d+ Ф,) ' 
= (I+ 2@, + BG) = (I+ Фу)" (4.20.10) 
Фу= 2Ф, + Ф,Ф, (4.20.11) 


这 里 注意 到 ,z 为 原 步 长 ,4 二 rt/m HRA К АКУ 


例如 , N = 3,m = 8, = — 


Xin =X, HOD P (t) — DP (t) (4.20.12) 


T 


8 
表 4-13 ”状态 空间 迭代 法 计算 动力 位 移 响 应 值 


n 


t 


At 24r 3⁄4 42 5м 6м 


x, | о. 0025142 | 0.038067 | 0.17559 0.48602 0.99635 1.6570 
š X: | 0.38188 1.4116 2.7810 4.0936 4.9962 5.2905 
й м 84 эм 104r llar 124, 
| x, | 2.3382 2. 8609 3.0518 | 2. 8057 2. 1306 1.1572 

x: 4.9856 4.2766 3.4574 2. 8062 2.4843 2.4888 
精 x 0.003 0.038 0.176 0.486 0.996 1. 657 я 
细 X: 0.382 1.412 2.781 4.094 4.996 5.291 
算 74 84 | эм 102: ll 124 
法 | x 2.338 2.861 | 3.052 2.806 2.131 1.157 
17 Xx: 4.986 4.277 | 3.457 2. 806 2.484 2.489 


I I 
(I+ 2@, + @, Фә? = (1+ ФО? 


l 


(I+ 2@, + Ф, - @,) = (1+ Ф) (4.20.13) 
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其 中 
Ф,=?Ф,+Ф,.Ф, @ + =2@,4+@, - Ф, (4.20.14) 

根据 已 知 时 间 步 长 4A, 通过 式 (4.20.9) 算 得 @,, ARA. 20. 14) 算 得 
DD. ERER. 20. 13) 算 得 B, 最 后 由 式 (4. 20. 12) ITERA 
算 , 求 得 各 时 刻 的 结构 动力 位 移 与 速度 的 响应 值 . 

下 面 给 出 一 个 例题 , 取 文 献 L[19] 中 的 算 例 ,应 用 状态 空间 迭代 法 来 
解 ,并 与 其 他 解法 进行 了 比较 . 

由 表 4-13 可 以 看 出 ,状态 空间 和 迭代 法 计算 所 得 结果 ,精度 甚 高 . 
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第 五 章 多 变量 样 条 有 限 
元 法 分 析 扁 过 问题 


基于 最 小 总 势能 原理 基础 上 的 壳 体 结构 的 有 限 元 与 有 限 条 模 
型 “59 得 到 广泛 应 用 . 有 限 元 法 把 壳 体 结构 划分 成 许多 单元 ,在 单元 
上 采用 线性 插值 ,分 段 多 项 式 Lagrange 插值 , Hermite 插值 和 样 条 插 
值 *" 等 . 但 是 ,上 述 方 法 是 属于 -一 类 单 变量 数值 方法 . 近 几 年 来 ,我 
们 应 用 乘积 型 三 次 B 样 条 插值 函数 来 构造 二 类 或 三 类 场 函数 ,如 位 移 
场 ,广义 力 场 与 应 变 场 等 函数 ,基于 二 、 三 类 变量 广义 变 分 原理 ,建立 壳 
体 结构 的 样 条 混合 有 限 元 与 三 类 变量 样 条 有 限 元 模型 ”*"". 本 章 主要 


介绍 基于 广义 变 分 原理 的 样 条 混合 有 限 元 与 三 类 变量 样 条 有 限 元 模型 
在 扁 壳 结构 上 的 应 用 . 


5.1 双 曲 扁 壳 的 基本 方程 


在 壳 体 理论 中 ,有 关 扁 这 计算 的 假设 与 薄板 理论 相同 . 扁 壳 的 中 面 
应 变 考虑 到 中 面 的 初 曲率 影响 后 ,有 


Fw 
22 R, t= ағ 
和 гаг, 
ду R, е ду? 
ди ‚ д w Fw 到 
> ду | дт 2 Ra ° Xas дхду 6.1.10) 
式 中 
1 Фх 1 £ 
R~ ь дл?’ R, ky ду? 
e 2 _ 
R,, 


其 中 z=z(z,y) 为 双 曲 扁 壳 中 曲面 方程 . 根据 上 述 几何 方程 ,由 广义 虎 


克 定 律 得 由 内 力 与 位 移 来 表达 的 物理 方程: 


м, =a[%: Ез; Ф + КП 
М,=а{2 + лж — CÉ + кош] 
Ne = а юа +2 к] 
м, => ра + и 
M, =— DG + „®%) 


Мм, ==(у— юр, Že 
式 中 
t q+ 
IP 20 ва A 
Е 为 壳 体 的 弹性 模 量 ,: 为 壳 体 的 厚度 ,w 为 泊 松 比 . 
用 和 矩阵 表达 双 曲 扁 壳 的 应 变 分 量 为 


e= [e e, ry X, Xy х] = 17и 


式 中 ,为 微分 运算 子 ,为 位 移 分 量 . 


а 


га 1 
# ° TR 
ә 1 
бз; Ё, 
Фф д1. 28. 
Lr ду дт Kç 
- Ф 
0 арт 
а 
2 
0 0 == эу? 
z 
|o о 2 5 
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(5.1.3) 


(5.1.4) 


(5.1.5) 


и=[и v шю] (5.1.6) 


HEER AD М ТЕЙ) Jy Же 
о=[№, N, N, М, M, MJ 


=D, (5.1.7) 
其 中 ,应 变 。 表达 式 见 (5. 1. 4) ,弹性 矩阵 表达 式 如 下 : 
对 各 向 同性 体 为 
а: 0 
D, = з | (5.1.8) 
- j Кы 
12~ 
式 中 
1.2 0 
а-а 1 9 d= es (5.1.9) 
0 0 工 二 4 
有 关 双 曲 扁 这 的 平衡 方程 ”为 
ам, aN;, 
ty tr 
ам, | ƏN,, 
Зу T a + 9. = 0 
90, ‚ R 
Эт + Эу k,N, — 2k,,N., — k, N, + q, = 0 
aM., ‚ 3M Е 
кы. 
ӘМ, ӘМ, Ps 
M: Ma — Q, = 0 (5.1.10) 


ERAP А аза, 引起 的 位 移 与 内 力 是 次 要 的 . 因此 在 式 
(5.1. 10) 中 ,前 两 个 式 子 可 忽略 q, 及 q, 的 作用 ,并 将 末 两 个 式 子 中 的 
Q. 及 Q, 代入 第 三 式 ,可 得 扁 过 微分 方程 为 

ӘМ, IN, 
аг 250 
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ƏN, . 9N,, 
ду ax 


FM FM 
ÁN, + EN, 十 9 N. С + 2 уз 


=0 (5.1.11) 


FM,) 
әу? 

由 以 上 各 式 可 知 , 双 曲 扁 壳 问题 共有 15 个 基本 方程 :3 个 平衡 方 
程式 (5.1. 11),6 个 几何 方程 式 (5. 1. DA 6 个 物理 方程 式 (5. 1.3). 在 
这 些 方程 中 ,共有 15 个 未 知 函数 :6 个 内 力 分 量 , 即 N.N. NaM 
M,,M.,,;6 个 变形 分 量 , 即 e... Ху, X, X. 3 个 位 移 分 量 , Вр и, о, 
w. 而 QQ, 根据 式 (5. 1. 10) 末 两 式 可 知 是 非 独立 变量 , 故 不 必 作为 未 
жй. 为 了 求 得 扁 壳 的 所 有 未 知 量 , 积 分 出 现 的 常数 ,由 问题 的 边界 条 
件 来 确定 . 当 扁 壳 的 矢 高 较 小 时 , 扁 壳 的 边界 条 件 : 

ща =0,r = 二 a 时 ,v=0,w=0,N,=0,M,=0 
当 y=0y=b 时 ,uw = 0,w=0,N,=0,M,=0 
i (5.1.12) 

式 (5. 1. 12) 为 扁 壳 的 简 支边 界 条 件 ,这 是 在 扁 壳 结构 工程 中 常用 

的 一 类 边界 条 件 . 


5.2 双 曲 扁 壳 的 二 类 变量 广义 势能 原理 


在 扁 沉 理论 中 ,二 类 变量 广义 变量 原理 可 分 为 广义 势能 原理 与 
广义 余 能 原理 . 对 于 二 类 变量 广义 势能 原理 ,有 
ёП„ = 0 (5. 2.1) 


在 扁 壳 的 齐 次 边界 条 件 下 ,二 类 变量 广义 势能 定义 为 
П, =[м'‹ Adn + [мв “40 — 了 ra an 


п n a 
= 1[м"рум aQ — [е а0 = feran (5.2.2) 
о = х n ы a 
式 中 
N= LV，N，N..]， M=[M, M, M„J 65.2.3) 
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A= [и v wJ, u= [а vf (5.2.4) 


p= Ср, b] (5.2. 5) 
其 中 ,u,v,w ЕЙ т, у, 方向 的 位 移 分 量 , У. 为 微分 算 子 
га 
20 Ф 
д 
у= |o > А (5. 2. 6) 
Ў Jy 
д 3 
Эу az. = 2k,, 
В 2 _ 2 ё 人 
B= [- 3⁄2 3⁄2 Ry] (5.2.7) 


4 与 以 = аыл J ERA ВЕ BiP 80030 th РЕ, Е 
(5.1.9). 

关于 位 移 向 量 “和 w, 其 二 类 变量 广义 势能 泛 函 Ma HIERNE 
ёП»„\и,М,ш,М у= 0, 


|N" Aou dû + [ur pawan = [дать ао 
n n п 
= 2 = N'òwk= 0 
п 
对 上 式 第 一 项 进行 一 次 分 部 积分 ,对 第 二 项 进行 二 次 分 部 积分 后 ,利用 
简 支 边界 条 件 ( 为 简便 计 ) 所 得 到 的 结果 代入 上 式 ,就 得 到 
[oran ай + [serra аа — [arpan 
a a п 
= [отрада = [мт dQ = 0 (5.2. 8) 
п п 


考虑 到 位 移 变 分 диди 在 壳 体内 为 不 等 于 零 的 任意 微小 值 , 即 得 平衡 
方程 如 下 
47N 一 $= (5.2.9) 
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ВТМ — Nk— р, = 0 (5. 2. 10) 


式 中 
k= [— k, — k, — 2k,,]r 


= а 
ду 
9 а 

Lay дт 

关于 广义 力 N 与 МЕЖЕ ВЕТ A R {Й ЖЇР, 0,0, р 


| NTA най + fome vað = fontann ап 
a a n 


(5.2.11) 


= [гмтр;'м da= [ом ай = 0 (5.2.19) 
考虑 到 广义 力 变 分 SN 6M 在 壳 体 内 为 不 等 于 零 的 任意 征 小 值 , 则 得 几 
何 或 物理 方程 为 
d ''N= узд= є, DrM= Bw=X (5.2.13) 
由 上 述 论 证 可 知 ,由 二 类 变量 广义 势能 泛 函 的 驻 值 条 件 , 可 得 到 双 曲 扁 
壳 的 平衡 方程 及 几何 方程 或 物理 方程 . 我 们 容易 看 出 , 式 (5.1.3)， 
(5.1. 10) 和 式 (5. 2.9),(5. 2. 10)(5. 2. 13) 是 完全 相同 的 . #4 k= 0, 
便 分 别 得 到 平面 应 力 问题 与 薄板 变 曲 问题 的 各 自 独 立方 程 组 . ТЕН Ж 
的 情况 下 通过 4 的 作用 ,使 平面 应 力 与 薄板 弯曲 偶合 起 来 了 . 


5.3 基于 二 类 变量 广义 势能 原理 的 双 
曲 扁 壳 的 多 变量 样 条 有 限 元 法 


根据 上 节 , 由 二 类 变量 广义 势能 原理 可 推导 出 双 曲 扁 壳 的 多 变量 
样 条 有 限 元 法 的 方程 组 ,为 了 便利 列 式 过 程 ,我 们 将 式 (5. 2.2) 作 如 下 
改变 , 即 
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П, Јул “404 [мев 40 — СЧ an 
三 了 于 [Arprwy ап— [ an= feran E [мт wadn 
| (5.3.1) 
FH, RIRH Н 426066 РА Ж Ж БА ЖО. 一 类 为 广义 力 场 函数 , 另 -一 
类 为 位 移 场 函数 ,它们 分 别 用 双 三 次 也 样 条 函数 来 构造 ,广义 力 场 函 
数 为 


M=[M, M, M.J = $à (5.3.2) 
N=[N, N, Ny = g, (5.3.3) 
位 移 场 函数 为 
u= [u wT = д, (5.3.4) 
w= pò, (8.3.5) 
式 中 
2 
= (5, 5], 2, = 5 (5.3. 6) 
Ф) ФО) 0 
j= Ф‹х)®Ф‹су› 
I ° $G) @% o) 
(5.3.7) 
ПФ (z) @ By) 0 
в, eo @ec (5.3.8) 
= Ф (7) @ $ G) (5.3.9) 
现 将 式 (5. 3.2) — (5.3. PRAG. 3. 1) ,得 二 类 变量 广义 势能 为 
п, =г{Е 8, — КӘ. 8, + OC 8, — BOA д, 
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— Е 8, — бүР— 0 (5.3.10) 


根据 二 类 变量 广义 势能 原理 


all, _ Е? 
E 0 G= 1,2,3,4) 
得 
L 0 0 à, я 
0 H G 8, б 
р МЕЗ (5.3.11) 
осо 8, Р 
Е Е 0 8, Q 
式 中 
E= |— AP OA 65.3.12) 
— 241 @ АУ 
1 А 0 
一 1 
һас | АФ? Q Аў? 
Lp 1 ° [ал 
о о 20+% 
(5.3.13) 
А? QAY 0 1] 
с=| о 204 (5.3.4) 
ALQA? Д G А 5 
1 =й 0 
| эле 
Н= a= l EL] 0 А? @ А9 (5.3.15) 
о о 20+% 
EA (5.3.16) 
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[EO OF oz, 1 
Р= [+ аха. ахау (5.3.17) 
=ске [eo ec, | apá 


Q= [еә Q P Су)р.4хду (5.3.18) 
п 


А = [сесте адаг (х = х,у.) = 1,2) 
(5.3.19) 

根据 式 (5. 3. 11) 可 求 得 常数 值 5,6。,6;,6, 后 ,再 由 式 (5. 3. 2) — 
65.3. 5) 可 求 得 广义 力 与 位 移 值 . 在 应 用 样 条 插值 函数 时 , 若 取 的 网 格 
为 4X4,6X6,8X8 时 ,方程 组 的 阶 数 分 别 为 441,729,1089 ,一 般 要 在 
中 型 计算 机 上 实施 问题 的 计算 . 

若 取 k= 0, 则 分 别 可 得 平面 应 力 问题 与 村 曲 问 题 的 二 类 变量 样 条 
有 限 元 法 方程 组 分 别 为 


B 1+ 1-4 F | (5.3.20) 
E ESSES 6.3. 21) 


对 于 均 布 荷载 列 阵 的 情况 ,有 
fio (z)dr = Же + 5 1-51 4 Tal 5.3.22) 
对 于 线性 分 布 荷载 情况 ,有 


9 
一 由 2[ 一 一 ==> ... — 
[а соаг е 15 235 GN — 29 
3N 9 N LI N 1 
C£ C 1603 5) @4 120)] 


(5. 3. 23) 


对 于 集中 荷载 作用 的 情况 
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[е — £,y рф (z) @Ф dredy = @ (t) @ ФО 
oo ~ ~ ~ ~ 


(5. 3. 24) 
式 中 , 心 ,7 为 集中 荷载 作用 点 的 坐标 . 
对 于 文 克 勒 (Winkler) 基 础 板 问题 ,方程 组 为 


ЕН 


K, = МАЎ Q АЎ] 


式 中 


k = kL:/D, 


54 数值 算 例 


下 面 若干 数字 算 例 在 西门 子 7570 计算 机 上 算得 的 ,其 数值 结果 详 
见 表 5-1 一 表 5-4. 例题 5-1 四 边 简 支 双 曲 扁 壳 数据 如 下 :厚度 上 = 
0. 06m, 5 K 1= 24. 0m, 壳 体 曲率 半径 К, = К, = 32. 4m, 均 布 荷载 9== 
0. 5kN/m? ,弹性 模 量 E= 2.0X 10skNVm:, 泊 松 比 e= 0. 3, 计 算 结 果 见 
K 5-1. 由 于 壳 中 点 处 弯 矩 较 小 ,扭矩 为 零 ,所 以 表 中 仅 列 出 挠 度 与 薄 
膜 的 内 力 值 . 例题 5-2,5-3 与 5-4 的 计算 数据 见 表 5-1. 表 5-2 与 表 5-3 
中 的 数据 是 打印 结果 . 


表 5-1 四 边 简 支 扁 达 中 点 处 的 挠 度 与 薄膜 内 力 值 


网 格 | Wem) N (kN/m) 
4х4 | 0. 0034033 9. 13849 
6X6 0. 0029358 7.88317 
8х8 | 0.0029912 8.03193 
шаш 0.003020 8.100 
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表 5-2 四边 简 支 双 曲 扁 这 承受 均 布 荷载 
中 点 的 位 移 与 内 力 值 收敛 情况 


网 格 DW /qL* M/L? M,/qL2 М.у/912 


0.706123Е11 


44 0.433617E—05 0.14329E—03 | 0. 143430Е— 03 
6*6 0.413589Е—05 | —0.457706E--04 | 0. 457706Е— 04 0. 3152926 —10 
8*8 0. 403385Е — 05 0. 302560Е — 05 0. 302567Е— 05 0. 689574Е—10 


0. 407380Е— 05 0..318848Е— 05 0. 318818Е— 05 —. 792902E— 10 


ХНИ Е: К. = R= 75m, t=8cm, L=30m,q=0. 3N/mM, E=3X106N/m?, и 0. 3 


表 5-3 ”四 边 简 支 双 曲 扁 这 中 央 处 承受 集中 
荷载 处 位 移 与 内 力 值 收 剑 情况 


网 格 DW /qL* | М,/412 м,/12  M.,/qL: 


44 0.166864E—03 | 0. 148308Е— 01 0. 148308Е—01 | 一 0. 146166E 一 08 
6*6 0. 261428E— 03 0. 420623Е— 01 0. 420623Е—01 | 一 0. 967702Е— 09 
8*8 0.311928Е— 03 0. 712409E— 01 0. 712409Е—01 | 一 0. 911799E— 08 


双 曲 扁 沉 计算 数据 :R=96cm,t=0. Іст, L=30cm, P=100N, E=10N/cm?, к= 0. 3 


表 5-4 ”四 边 简 支 双 曲 扁 这 , 亮 面 中 点 处 承受 


集中 荷载 , 扁 这 中 央 处 位 移 与 内 力 值 
网 格 M,(N-cm)/cm N,(N/cm) 
8х8 7.122 181.730 
[59] 10. 764 207. 000 
有 限 元 法 9.678 204.671 


5.5 ХШ TERI 5) 


上 风 节 介绍 了 双 曲 扁 壳 的 二 类 变量 样 条 有 限 元 法 及 其 在 弯曲 问题 
上 的 应 用 . 从 数字 例子 的 计算 结果 来 看 , 板 的 挠 度 与 弯 矩 的 精度 均 较 
高 . 由 于 在 二 变量 样 条 元 法 中 ,独立 假设 位 移 函 数 和 弯 矩 场 函数 ,因此 ， 
两 者 精度 均 较 高 . 本 节 讨 论 扁 壳 的 振动 问题 . 对 于 双 曲 扁 壳 的 横向 振 
动 ,二 类 变量 广义 势能 泛 函 定义 为 
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ГА = [ма udQ + [итв wadn 


n 了 


= [мах ап — + |p; u dn 
n n ТАМ ka 


— [Nk wan- T| meta + + май (5.5.1) 
| 


若 将 (5.3.2) 一 (5.3.5) 代 入 上 式 , 并 考虑 到 扁 壳 的 中 面 位 移 wz IK w 
小 一 个 量 级 ,这 样 ,vw 比 w 小 两 个 量 级 ,因此 在 计算 最 大 动能 时 , 略 
去 二 阶 小 量 , 则 根据 二 类 变量 广义 势能 原理 有 


[L 0 о: 8, 8, 
0 H G: 8. Ka: Kl š, 
0 СТ 0 i a |7 Ki бта 9 А 
ТОЕ С] 
> (5.5.2) 
振动 特征 方程 为 
| — КЪКт!К„ — @M,| = 0 (5.5. 3) 
其 中 
L 0 Е 
K= |0 H G|, K,=|]F (5.5.4) 
о ст о 0 
Mi= тА @ А? 65.5. 8) 
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5.6 闭合 圆柱 形 薄 壳 的 多 变量 样 条 有 限 元 法 


在 工程 实际 中 ,常会 遇 到 闭合 圆柱 形 注 壳 结构 、 承 受 对 称 或 非 对 称 
荷载 作用 . 圆柱 壳 在 轴 对 称 荷载 作用 下 ,其 横 截 面 在 变形 后 , 仍 保持 为 
一 个 圆 形 . 在 荷载 作用 处 和 约束 处 ,其 位 移 和 应 力 的 变化 较为 显著 ,会 
引起 弯曲 应 力 ,其 基本 方程 为 


d'w | Et 
D, Ta + ГӨ = g, (5.6.1) 
Et аш 
М, = R” M, =- D, dz 
M, = им, (5.6. 2) 
式 中 
vt 
Реса. .6. 
D, 121—9 (5.6. 3) 


对 应 于 式 (5. 6. 1) 的 壳 体 微分 方程 齐 次 边界 条 件 的 二 类 变量 广义 
势能 泛 函 定义 为 


d'w, [í M: к 
„= | Мела |, 20,4* + zel АЫ | „9:401 
(5.6.4) 
应 用 三 次 B 样 条 插值 函数 来 构造 二 类 场 函数 ,它们 是 
M, = Ф(х)5, 0 = Ф GS, (5.6.5) 
式 中 
Ф) = [@ Ф, DBn Brn] (5.6.6) 
将 式 (5. 6. 5) 代 人 式 (5. 6.4》, 根 据 二 类 变量 广义 势能 原理 , Др 
ап, os o 
a ~” д5; а 


0 
И -| z] (5.6.7) 
P 


ЖАРАР 详 见 第 一 章 . P= | 四 (z)q-dz, 由 式 (5. 3. 22) 可 作 具 体 
计算 . 从 式 (5. 6. 7) 解 出 常数 S, 和 5。, 然 后 由 式 (5. 6. 5 分别 求 得 二 类 
ERBE М. ЖИЙ w. 

对 于 振动 与 稳定 问题 ,其 二 类 变量 广义 势能 泛 函 为 


ал Midr Al А 
I, -f М. — ), 5р, + 5) 4 


Ж! muu, 22 1 dw 2 
L| 3яш^4х — | TN yaz (5. 6.8) 


HRG. 6. 5) 代 人 上 式 ,并 应 用 二 变量 广义 势能 原理 得 方程 如 下 ， 


对 于 振动 问题 ,其 特征 方程 为 
IK— АМ = 0 (5.6.10) 
对 于 稳定 问题 ,其 特征 方程 为 
IK- Ksl = 0 (5.6.11) 
式 中 
K= (K, — ААВ) ТАР) (5.6.12) 
М,= m| DP adz (5.6.13) 
к= [Nereo соат (5.6.14) 
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5.7 开口 圆柱 形 扁 壳 弯曲 的 二 类 变量 广义 势能 原理 


开口 圆柱 形 薄 壳 在 很 多 工程 实际 中 得 到 广泛 应 用 ,例如 厂房 屋 盖 ， 
渡槽 等 常 采 用 开口 圆柱 形 薄 过. 本 节 主要 介绍 开口 圆柱 形 薄 壳 弯曲 的 
二 类 变量 广义 势能 原理 . 开口 圆柱 形 扁 壳 弯曲 的 基本 方程 5”: 


平衡 方程 


еМ. 

ре +a=0 

ETI- EREET 
Mtie gmo (5.7.1) 
ИГЫ 

2 , - h, Xa - 225 (5.7.2) 
N, = а + ср ® +1 

м.а ® + + 28) 

N. = 609 ++} эр 

м,=— 0995 + р 52) 


120, 2 
M,=— DE + #50) 
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„=-— RD у» _ (5.7.3) 
对 应 于 上 述 圆柱 扁 壳 弯 虹 的 平衡 方程 (5. 7. 1)、 几 何方 程 (5. 7. 2) 和 物 
理 方程 (5. 7. 3) 的 二 类 变量 广义 势能 泛 函 定义 为 


П, = у,д)а0 + [M Bwana = + fyran an 
N YA МВ Ма 
п 


2 
n n 
-1 fmn ma- Гараа = Горла (5.7.4) 
п п 
式 中 
N=[N, N, МЇ, M=[M, M, м. 
д 
= 0 0 
= |o 42 
Ə Ə 
k > Эт 
Ы и= [и uJ] 
Ао К (5.7.5) 
` lel Сә. bF 
арар 


现 来 论证 开口 圆柱 形 扁 壳 弯 曲 的 二 类 变量 广义 势能 原理 . 关于 位 
移 变 分 6u,6w 的 二 类 变量 广义 势能 [I 的 驻 值 条 件 ,6IT Сиш, N, M) 
一 0, 即 有 I 


[ra Фад + [м Bdwdn — Í битрай 
n nn D 


(5.7. 6) 


[ратро — [k магад = o 
2 а à 


对 上 式 第 一 项 进行 一 次 分 部 积分 ,对 第 二 项 进行 二 次 分 部 积分 后 ,利用 
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简 支 边界 条 件 ( 为 简便 计 ) 所 得 到 的 结果 代 人 式 (5. 7. 6), 就 得 到 
n 
[ритат ао + |a an — [sp an 
п п 


= [етр.аа 2 [К dwd = 0 (5.7.7) 


考虑 到 位 移 变 分 u ðw 在 壳 体内 不 为 零 的 任意 微小 值 , 即 得 平衡 方程 
如 下 : 

АТМ— p=0, BIM— Nek— р, = 0 (5.7. 8) 
式 中 


ka 
ap 
ю ә 
др дг 
ЖЕ ХЕ ON, ÓM) С ЖЛЕ ГС ЗЕЕ E ER a= 0. 
即 有 


(5.7.9) 


[ем у,д)40 + fom bwan 


n n 


= [хау ап— [гмтрг'м айп = 0 
а. T ЕЛЫ Е 


考虑 到 广义 力 变 分 SN,6M 在 壳 体 内 不 为 零 的 任意 微小 值 , 则 得 圆柱 形 
扁 壳 的 几何 方程 或 物理 方程 为 


d N= V,A= e, , DrM= Вш= Х (5.7.10) 


式 中 
X= [X. X, Xf (5.7,11) 


我 们 容易 比较 出 式 (5. 7. 8) ,(5. 7. 10) 和 式 (5.7.1),(5.7.3) 是 完全 相 
同 的 . 
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5.8 ”开口 圆柱 扁 壳 的 多 变量 样 条 有 限 元 法 


下 面 导 出 开口 圆柱 扁 壳 的 多 变量 样 条 有 限 元 法 方程 组 ,首先 将 式 
(5.7.4) 改 写 为 
П, = [м «ай+ [мтвлоаа 
а n 
1 Rii к 
-way an — }[м'ромаа 


n 


{хә шаа Jean [амаа (5.8.1) 


假设 广义 力 场 函 数 为 两 类 : 
M= [M, M, Mw] = Ф; (5.8.2) 
N= [N, N, Nef = Yò: (5. 8. 3) 
位 移 场 函数 为 
и= [u vF = #83 ‚ (5.8.4) 
ш = д, (5.8. 5) 
式 中 


ô= [S,S,S,Jr , $, = 15,55,77 
= [5,5%] , 8, = 5, 
HP, gpi 和 ГД 与 式 (5. 3.7),(5. 3. 8),(5. 3.9) 相 同 . 将 上 述 各 式 代 


入 (5. 8. 1), 应 用 二 类 变量 广义 势能 原理 得 开口 圆柱 扁 壳 的 多 变量 样 条 
有 限 元 方程 为 


(5. 8.6) 


(5. 8.7) 


te © IN 


qO :和 由 
то то tQ 10 


о то 1 UD 
IO уто то 


[Жы 
Ë] 
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式 中 左 端 矩阵 中 的 分 块 元 素 为 


1 = 0 
T s gat КЕШКЕ 0 @ АФ (5. 
C= A 0 AQAP (5.8.8) 
о о 20+% 


E= [— A QAP — ВАР Q Аў — 222 Q APT (5.8.9) 


А! @ др 0 、 
G= 0 kA? @ Ар (5. 8.10) 
ҺА АТАР 
1 _# 0 
тын ЫНА ГӨ оо (52) доо 
H= a|" 1 о [АСА (5.8.11) 
0 0 20+% 
F= КАЎ @ Ар (5.8.12) 
Ф) OD (фр. | 
P= fazaa- [| Казір (5.8.13) 
Фс) DFP, 
Q= [е Q DP) p.Rdzdç (5.8.14) 
0 


А? = | @T(r)@ (z)dr (х = х,ф;і,) = 0,1,2) (5.8.15) 
L= $ 


5.9 开口 圆柱 扁 壳 的 振动 与 稳定 


对 应 于 圆柱 扁 壳 的 振动 与 稳定 问题 ,在 二 类 变量 广义 势能 泛 函 公 
式 中 ,惯性 力 引起 的 最 大 动能 项 与 轴 向 力 引起 的 势能 项 分 别 为 


$e + + wda Bg fN Gda 
a 


根据 二 类 变量 广义 势能 原理 得 方程 如 下 : 
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由 上 式 可 得 振动 与 稳定 特征 方程 分 别 为 


| = KiKi Ki — АМ, = 0 (5.9.2) 
和 
| — ККИ. — Kç| = 0 5.9.3) 
式 中 
(Е 
Kx = p 65.9.4) 
0 
тоо 
K =] Н G (5.9. 5) 
os 0 
М, = тА? Q AY (5. 9.6) 
Кє = N.A; @ AY (5.9.7) 
зр" 
d= 45, 6.9.8) 
д; . i 


我 们 注意 到 ,在 推导 开口 圆柱 壳 的 横向 振动 及 纵向 稳定 计算 公式 
时 ,忽略 了 圆柱 过 中 面 位 移 u,v. 这 是 因为 wz 比 横向 位 移 w 要 小 一 个 
量 级 的 缘故 . 
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5.10 双 曲 扁 壳 的 三 类 变量 广义 势能 原理 


上 几 节 ,应 用 二 类 变量 广义 势能 原理 建立 了 双 曲 扁 壳 圆柱 形 扁 壳 
等 结构 分 析 的 多 变量 样 条 有 限 元 法 计算 格式 . 通过 若干 数值 算 例 的 计 
算 结果 表明 ,对 位 移 、 弯 和 矩 与 扭矩 的 计算 精度 均 较 高 . 本 节 先 论证 双 曲 
扁 壳 的 三 类 变 最 广义 势能 原理 ,然后 来 建立 三 类 变量 的 多 变量 样 条 有 
限 元 法 的 计算 格式 . 由 于 独立 设 定 三 类 场 函数 ,即位 移 场 函数 ,广义 力 
场 函数 和 广义 应 变 场 函数 ,因此 能 直接 计算 得 各 类 场 变量 值 ,而 无 需 应 
用 物理 关系 和 微分 关系 ,计算 精度 均 较 高 . 

双 曲 扁 壳 在 齐 次 边界 条 件 下 ,其 三 类 变量 广义 势能 泛 函 定义 为 


п, =|Mrx 40 + [м ад + [л ао + [мла a 
ju US ме муа 


а п 
十 [w+ U,— A'pydn (5. 10.1) 
п 
式 中 
M= [M，MH，、HM 了 (5. 10. 2) 
М={М, N, N,J (5.10. 3) 
X= Vâ, є, = [є, є, es] (5.10. 4) 
其 中 
2 
оо -2 | 
и 
Е ) : 
У. = |o 0 s |'д= 40 (5. 10.5) 
У x | 
lw 
P, l 
0 0 -2a 


式 中 
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(5.10.6) 


(5.10.7) 


(5.10.8) 


(5. 10. 9) 


(5.10. 10) 


(5.10. 11) 


ВНЗ М.М, ЖЛЕ 51 ЖИИ A, ЭЯ X 35 E 
泛 函 数 的 驻 值 条 件 , 即 
ƏH,(M,N.S,J,A) = 0 


就 有 
әм" S)dD + Jere + ай = 0 
a 


n 


| 
п 
[г "(M+ р,5)ап + [олох ааа = 0 
a 
| 


м" ай + ватрап + |N'ae , d0 = 0 (5.1012) 


对 于 简 支 边界 的 双 曲 扁 壳 问题 ,上 述 第 三 式 的 第 一 、 三 项 进行 分 部 积分 
得 
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[ату рди ао + |м МА poduda = 0 
n 0 
(5. 10. 13) 
考虑 到 变 分 дМ ,5N,6S,6J ,6u,6w 在 壳 体内 , 均 为 不 等 于 零 的 任意 微 
小 值 ,因此 由 式 (5. 10. 12) 前 二 式 和 式 (5. 10.13) 得 双 曲 扁 壳 的 几何 方 
程 .物理 方程 和 平衡 方程 如 下 : 


x+S=0, e, +J=0 在 域内 (5. 10. 14) 
u= о = () и=и= 0 
- 或 一 在 域 的 边界 上 
w= w=w=0 
(5. 10. 15) 
M+ DS=0, N+dJ= 在 域内 (5.10. 16) 
ATN— p= 0,B'M Мт р. = 0 (5. 10. 17) 
在 边界 上 
М, = М, = 0,№, = N, = 0 
或 M, = М, = 0,№, = №, = 0 (5. 10. 18) 
式 中 
д 
a| "| 
a а 
а= |50. ә 
3 了 
ду aðr 
Вг. _ Ф ar 
B= L 2: — эў агау) (5.10. 19) 
u= [uv], p= (р.р, (5. 10. 20) 


k= [— k, — k, — 2k,,J” (5.10. 21) 
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和 双 曲 扁 壳 的 初 曲率 由 方程 (5. 10. 17) 可 知 ,薄膜 力 与 弯曲 力 为 通过 双 
曲 扁 壳 的 曲率 上 相 偶合 , 若 令 一 0 ,分别 得 薄膜 方程 与 板 弯曲 方程 , 


5.11 双 曲 扁 壳 基于 三 类 变量 广义 势能 
原理 的 多 变量 样 条 有 限 元 法 


上 节 , 我 们 已 论证 了 双 曲 扁 壳 的 三 类 变量 广义 势能 原理 ,所 得 到 的 
平衡 .几何 及 物理 方面 的 三 套 方程 ,共有 15 个 未 知 量 . 现 设 定 三 类 场 函 
数 ,它们 是 


M= [M, M, M,„]" = ¥ ô, (5.11.1) 
N= [N. N, No = Y 8, (5.11.2) 
S= [— S, — S, — 25,1] = V6, (5.11.3) 
J= [— J, = J,— 0] = д, (5.11.4) 
A= [uvw] = Ys (5.11.5) 
式 中 
8, =[S, 5; 5,7, 0, = LS, Ss 5,7, 8; Ë LES, Se SJ" 
8, = [Sr Sn 5], ôs = [5 5.557 | (5.11.6) 
[2 G) ®Ф05) ° 
y= | PaB) 
ü 0 SaB O) 
(5.11.7) 
$7) ФО) 0 
y- $ G) @ $ O) 


о 


2Ф (=) @ % (у) 


(5.11.8) 
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Y, = $ (z) @ $ O) (5.11.9) 
HPSS SIAR DORRA 
Si = [S SS, Se Sy Sra Y (5.11.10) 
S; = [Sy Su Su 5+ Sk 83:77 (5.11.11) 
人 一 一 1,0,1,M,M 十 1) 
对 于 其 他 各 常数 量 5, 5.9565 Sı 相似 . PY, V, 均 与 三 次 B F 
条 函数 有 关 . 因为 克 罗 尼 克 (Kronecker) 记 号 ,两 个 矩阵 的 Kronecker 乘 
积 , 即 有 
А® В= (aB) (ij =— 1,0,1, N.N + 1) 
现 将 式 (5. 11. 1) 一 (5.11.6) 代 和 人 式 (5. 10. 1) ,并 应 用 三 类 变量 广 
义 势能 原理 , 即 


Ei =0 (i=1,2,3,4,5) 
有 
0 0 F 0 Дү, 0 
о0 Q PF: dy. 8, 0 
F O L O O {a=}? 6.11.12) 
о F о H oll6, 0 
gr сто о ojla) (о 
式 中 


о © © 


— А#@ АЎ 


0 
Е= 和 ee = |0 0 —А?@АЎ |65.11.13) 
0 — 24" 9 А" 
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к= [wasay 


— А® @ А% 0 
= — А? QAY 
0 — 24% Q A” 
(5.11.14) 
G= [ey azas 
А? @ А% 0 А.А? @ AS 
= 0 А? @ АИ ААРА] (5.11.15) 
Аб @ АП ANG Ао ¿,A% @ A% 
1 А 0 
H= [#їй® азау =4 1 ° |a“ @a° 
° 对 称 2(1— д) 
(5.11.16) 
1 А 0 
L= | VIiD,¥idzrdy = D, 1 0 А? @ AY 
Š 对 称 2(1 — 0) 
(5.11.17) 
@r (z) @ BT (y) p; 


Q= Jre агау | Ф700) @ ФТСу)рР,Длйу (5.11.18) 
о Ф700) @ ФТ Су)р. 
若 令 双 曲 扁 壳 的 初 曲率 & 一 0, 则 问题 分 解 为 一 个 平面 应 力 问题 和 一 
平板 弯曲 问题 . 它们 的 方程 组 分 别 为 对 平面 应 力 问 题 
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(5.11.19) 


то io 1С 
Le то 


式 中 
А @ Ау 0 
GE 0 А? @ А? (5. 11. 20) 


АФ (0) Ат A! QAY 
的 y т У 


и 
| (5. 11.21) 


Е 
0 ês (= (5.11.22) 
0 


1 +° 1о 


应 用 式 (5. 11. 12) 求 解 双 曲 扁 壳 的 三 类 变量 共 15 个 未 知 量 : 首 先 
求 出 其 常数 值 S.S, 5..7", Sio 当 求 出 了 这 些 值 之 后 ,利用 式 
(5.11.1) 一 (5. 11.5) 可 求 得 广义 力 M,N ,广义 应 变 5,J ,位 移 分 量 A， 
从 而 求 得 内 力 、 应 变 与 位 移 , 共 15 个 未 知 值 . 由 于 系统 方程 组 阶 数 较 
高 ,需要 在 大 中 型 计算 机 上 实施 计算 ,通常 采用 的 网 格 4X4,6X6,8X 
8, 可 看 出 其 收敛 情况 . 对 应 于 上 述 网 格 的 划分 ,其 自由 度 分 别 为 735， 
1315 各 1815. 由 于 独立 设置 三 类 场 函数 ,在 计算 过 程 中 , 既 不 应 用 物理 
关系 ,又 不 应 用 微分 关系 ,直接 求解 其 三 类 变量 ,因此 对 各 类 场 变量 均 
有 较 高 的 计算 精度 . 
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5.12 圆柱 形 扁 壳 的 三 类 变量 广义 势能 原理 


圆柱 形 扁 壳 在 齐 次 边界 条 件 下 的 三 类 变量 的 广义 势能 泛 函 定义 为 


п, -резавз [ursan [arean ran 
п n 


r] n 
+ fu, +U, = Apd _ (5.12.1) 
n 
式 中 
M=[M, M, Ms] ,N= [N, N, Ne (5.12.2) 
х= V1A,e= [e 区 (5.12.3) 
2 
0 0 с) 
2 
Yi 0 0 -E 
2 
0 0 2k тар 
“| 
Ау ‹5. 12.4) 
ы. 5 ë 


U, 


JrdJ,J=[—J,—J,—2J,Y 65.12.5) 


U, LSDS, S [—S,—S,— 25] (5.12.6) 

p= [ Ps bT . (5,12.7) 
对 于 广义 力 M,N, 广 义 应 变 S,7 ,位 移 4, 其 三 类 变量 广义 势能 泛 函 的 
驻 值 条 件 ,Is 一 0, 就 有 
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"一 一 


OMAH 5ай + [a Nr(et Dda = о 


2 


s— э 


6ST(M+ Р,5)40 + raw+ алад = 0 
SM+ D.S Оа 0 


[мтх dn — [елт аа + [етм ай =о (5.12.8) 

n a п 
对 于 简 支 边界 的 圆柱 扁 壳 ,对 上 述 第 三 式 的 第 一 项 与 第 三 项 分 别 进行 
分 部 积分 后 ,得 

[a parina [anu Ra piast 
(5.12.9) 

考虑 到 广义 力 变 分 SM,8N, 广义 应 变 85,6J 和 位 移 变 分 u w ЕЛЫК 
内 , 均 不 等 于 零 的 任意 微小 值 ,因此 由 式 (5. 12. 8) 前 二 式 和 式 (5. 12. 9) 
得 圆柱 形 扁 沉 的 平衡 、 物 理 与 几何 三 套 方程 组 : 


X+ S= 0,e 十 7 一 0 在 域内 (5. 12. 10) 
u = у = 0 и = и = 0 
zl 
10 = ш = 0 或 ш = ш = 0 
在 域 的 边界 上 6.12.11) 
M+ D,S= 0, N+dJ= 0 (5. 12. 12) 


47N р= 0, ВТМ Nek p:=0 (5. 12. 13) 


M, = 0,N, = 08 M, = 0,N, = 0 


式 中 
Z o 
A= | o к, 
*® 2 
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= z г Z 
B =l- a ё 32 ma (5.12.14) 
p= [= Ú : (5.12.15) 
~ ip ~ l 


5:13 ”圆柱 形 扁 这 基于 三 类 变量 广义 势能 

原理 的 多 变量 样 条 有 限 元 法 

假设 三 类 变量 场 函 数 为 
M=[M.M,M.,,J' = 
N=[N, N, Ny] = F 8, 
S=[— 5, — S, — 2S,,Jf = Fô, ` (5.13.1) 
J= [— J, — f, — 27, = 6, 
a= [u v w] = Y. 20; 


式 中 
9 = S, S, 5017,8; = [5, S, 5,]7,8, = [S, S, S,Jr 
ô = [Si Su 5, ]7,д; = [5 Su 5.7 (5.13.2) 
Ф (хт) @ $ (Ф) 0 
y= P (z) ФО) 
0 $ G) @ $ (@ 
(5.13. 3) 
(z) @ $ (@ 0 
y = $ C) @ $ (9 
0 2Ф «)@Ф‹ф 


(5.13. 4) 
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更 = $ (z) ОФФ (5. 13. 5) 
其 中 ,Si S2» 7" ,3S5 均 为 常数 量 ， 为 待 求 未 知 量 . 


S, = [S_,S, 5+5,е5$у Syn (5.13. 6) 
5, = [5-5 515,5 бузы] (5.13.7) 
@=—1,0,1,-+,М,М + 1) 


对 于 其 他 各 常数 向 量 Soo Soste Sis F S, 相似. 现 将 式 (5. 11. 1) 一 
(5.13.6) 代 入 式 (5. 12. 1), 并 应 用 三 类 变量 广义 势能 原理 , 即 


ӘП, _ 2 
эё 0 G = 1,2,3,4,5) 
0 0 F о Ë ô, 0 
0 о O F б\| 8, 0 
Е огоо ðs „4 0 (5.13.8) 
0 Fr о Ho Š, 0 
ЕТ Сто 0 0 ôs Q 
式 中 
0 — А2 QAP 
E= |0 0 —#АФ@А; (5. 13. 9) 
о 0 — 241 QAX 
一 1 0 
Ё= =1 AV Q AL (5.13.10) 
0 一 2 
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A% QAY 0 0 


G= 0 БА? @ А БАЎ Ф) А?) (5.13.11) 
ВА QA? А @ A 0 
1 ГА 0 
H=d 1 0 |А 9) д (5.13.12) 
对 称 2(1 一 0 | 
1 “ 0 
L= р, 1` 0 |A%@ A% (5.13.13) 
对 称 2(1 — y) 
ФТ (z) @ BT (@) p, 


Q= [ P) @ ФТ (фр, 
ФТ (z) @ ФТ (ф)р,) 


Каха (5.13. 14) 


5.14 圆柱 形 扁 壳 的 振动 与 稳定 


上 节 , 介 绍 了 多 变量 样 条 有 限 元 法 分 析 圆柱 形 扁 壳 的 弯曲 问题 ,在 
那里 ,推导 了 壳 体 的 刚度 矩阵 . 如 果 再 导出 壳 体 的 质量 矩阵 与 几何 刚度 
矩阵 , 则 可 以 分 析 圆 柱 形 扁 壳 的 振动 与 稳定 问题 


5. 14. 1 ЕМЕА н) 


圆柱 形 扁 沉 自由 振动 过 程 中 的 最 大 动能 为 2 了 ,其 中 
1 = асг + + 07)40 


十 二 ar + аа (5.14.1) 


n 


式 中 ,pt 是 单位 面积 的 质量 ,7 是 单位 面积 的 转动 惯量 ,2 为 材料 的 密 
度 ,t 为 壳 体 的 厚度 ,J 为 截面 的 惯性 矩 . 若 将 式 (5. 13. 1) 最 后 一 式 代 人 
式 (5. 14. 1) ,并 忽略 转动 惯量 的 影响 , 则 得 
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wT - етте, вай | 


в? 
сч To Maids 
式 中 
1 
M=øæ| 1 
0 
由 式 (5. 13. 8) 和 (5. 14.2), 和 
0 0 Š 
0 0 Š, 
Fr 0 è 
0 Е 8 
Be 5, 


由 式 (5. 14. ФИН н 26583 КҮЛЕ {И J у 


А? @ А? 


| 一 天 KPKiK — «М, |= 0 


式 中 


to то G № 
Е 


5.14.2 ”圆柱 形 扁 达 的 稳定 


对 于 圆柱 形 扁 沉 的 稳定 问题 ,由 纵向 力 N. 引起 的 外 力 功 为 


1o Ҹо то 


о іо то 


k 


о 1" 


зо N 


IQ сос чуо 


IQ: 1092 19 19 


(5. 14.2) 


(5. 14. 3) 


. 14.4) 


. 14.5) 


14.6) 
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z4 a (Ж©укахаеф (5.14.7) 


HRG. 13.1) Ж w RA Est, 有 
== z [e ID! Q PLYP @ DPD Rdady 


= 1м,8тА? Q AVA; (5.14.8) 


由 式 (5. 14. 4) 中 的 «М, 改 为 天 c, 就 得 圆柱 形 扁 壳 的 纵向 稳定 问题 的 
特征 方程 


| — КЪК К» 一 Kcl = 0 (5. 14. 9) 

其 中 ,Ku 见 式 (5. 14. 6) 第 二 式 ， T Ku UFAR 
К„=[Ё о 0 oF (5.14.10) 
Kç = N.A? @ АР (5.14.11) 


5.15 ”矩形 底 扁 球 壳 的 三 类 变量 广义 势能 原理 


对 矩形 底 扁 球 壳 这 类 结构 在 工程 中 常会 过 到 ,如 礼堂 .剧院 等 . 本 
节 先 讨论 其 三 类 变量 广义 势能 原理 ,然后 再 建立 其 多 变量 样 条 有 限 元 
模型 . 

对 齐 次 边界 条 件 下 ,对 称 扁 球 壳 三 类 变量 泛 函 定 义 为 


П, = [мх ай + [мт ад + ju- qwdû + | Z wan 
pn ^ a n 


(5.15.1) 

式 中 R 为 扁 球 壳 的 曲率 半径 
M= [M. M, M," (5. 15. 2) 
1= 1-5% Zw 6.15.3) 


< T 
ax? 3y? дхду 
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U = Іар (5.15.4) 


еа 
1 А о 1 
Dp” 1 QO (5.15.5) 
р T 
o o 22 
Ег 
D = түру (5.15.6) 


对 于 式 (5. 15. 1) 半 于 广义 变量 :应 变 k. Р ЛЕ M 和 位 移 w 取 泛 函 的 
驻 值 , 即 Is= 0 ,得 


[eur SMTh) dN + [oror 6kTD, dA 
n: ТШ 55 айы Пп ? z тес 


+ [orax- ади)40 + [КО 一 0 (5.15.7) 
n~7 ~ n Е 


对 上 式 第 五 项 进行 二 次 分 部 积分 并 利用 简 支 边界 条 件 后 ,得 

[|urax ап JE 
现 将 上 式 代 入 原 式 (5. 15. 7), 由 于 变 分 Sru,6M ,6 在 域内 均 不 等 于 零 
的 任意 微小 值 ,所 以 得 几何 物理 和 平衡 方程 如 下 : 


几何 方程 xX+ k= 0 在 域内 (5. 15.8) 
ш = ш = 0 在 域 的 边界 上 


FMy #Мху 
+ эу? +2 Эхду JôwadN 


物理 方程 
M=- рд (5. 15.9) 


平衡 方程 


#Мх #Мху , FMy Et 
a CE агау t “os: р ЖЕҢИ (5.15.10) 


M.,=M,=0,M,=M,=0 在 域 的 边界 上 
或 将 式 (5. 15. 9) 代 入 式 (5. 15. 10) ,得 以 挠 度 表 示 的 扁 球 壳 的 基本 方程 
D,Go.. FW, rry А0 узу) =q(z,y)— Et/R? (5.15.1) 
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在 上 面 各 式 中 ,w,M ,为 扁 壳 的 挠 度 ` 内 力矩 和 应 变 , 它们 各 是 独立 的 
待 求 场 变量 . 由 三 类 变量 的 广义 泛 函 (5. 15. 1) 的 驻 值 条 件 得 扁 球 壳 的 


基本 方程 (5. 15. 8) 一 (5. 15. 11) ,它们 具有 等 价 性 质 . 
5.16 多 变量 样 条 有 限 元 法 分 析 扁 球 壳 


应 用 二 元 乘积 型 三 次 B 样 条 插值 函数 来 构造 扁 球 壳 的 三 类 变量 
场 函 数 . 


M= WW k= VW, W = YW, (5.16.1) 
式 中 “C san Y М 
W, = A BCT W, = [GIRY 
418,C,G,7,R 都 是 行 阵 ,而 Wi WaW: 是 列 阵 ,它们 都 是 待 求 未 知 
量 , 其 中 
4 一 [А-А As As. (5.16.2) 
А = [anaua anan] 
G =-— 1,0,1, M,M + 1) (5. 16. 3) 
其 他 各 常数 矩阵 与 矩阵 4 类 似 . 矩阵 ЗУ, Yo V, 与 三 次 卫 样 条 函数 有 
关 , 它 们 的 表达 式 为 
[Ф G) Ф (у) 0 
у, = ФО) ФО) 
É Ë 0 DT) OS O) 
(5. 16. 4) 
ГФ G) ФО) 0 
у, = (rz) ФСУ) 
i 0 2Ф BP (у) 


(5.16. 5) 
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W, = ó (г) QP (y) (5.16.6) 


其 中 


гё г 2 yr 


B= [- s 7 у 2 ray 


B= аз — эу (5.16.7) 


现 将 式 (5.16.1) 到 (5.16.7) 代 入 式 (5.15.1), 得 扁 球 过 的 三 类 变量 的 
泛 函 为 


П, =WIFW, + WIE Ws + WIH W, 


Dea 
+ +WIK W,— WIP (5.16.8) 
由 三 类 变量 广义 势能 原理 
ӘП, _ əl, ра ӘП, 5 
w, ~ Ow, O aW, O? 
得 
= Е a (W, 0 
ЕТ H 0 №, = 40 (5.16. 9) 
Е 0 К| у, Р 
式 中 
— А? Q AY 0 
E=— ||%ФГУ4хау = — Ае А? 
0 — 2A? Q AF 
(5. 16. 10) 


F= 人 wz Ydrdy 
~ J.I 
= [- A? QAY — AV Q A? — 2A? Q AN] (5.16.11) 
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H= raza y 


ALQA? ATO Аю 0 
= LAL QAL До 9) Ан 0 
0 0 201 — А @ АФ 
(5.16.12) 
K= Et/ RAY Q А (5. 16. 13) 


А 


А = 67 бе = хуй] == 0,1,2) 


0 


(5.16.14) 
对 于 分 布 荷载 ,有 
P= [есета @ танау (5.16.15) 
对 于 集中 荷载 ,有 
ГА 
P= [ес = фу — DIt) Q ФТ су)ахду 
00 
= Ф700) Q PTM (5. 16.16) 


эл 为 集中 荷载 作用 点 . 

以 上 讨论 了 和 矩形 底 扁 球 壳 的 弯曲 计算 问题 . 对 于 扁 球 壳 的 振动 与 
稳定 问题 ,只 需 将 惯性 荷载 势能 与 中 面 力 势能 加 入 三 类 变量 广义 势能 
中 ,应 用 广义 势能 原理 可 推导 出 自由 振动 与 稳定 特征 值 方程 . 根据 广义 
势能 原理 ,可 推导 出 扁 球 壳 的 自 振 与 稳定 的 特征 向 量 方程 为 


Б НЕА 


(5.16.17) 


对 于 扁 球 壳 的 振动 特征 值 方程 为 
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| — KRKK + К—АМ,| = 0 (5.16.18) 


式 中 
к= [5],к [e = Е (5.16.19) 
фе ' аи. | ?YU 一 ! . . 
т AS |а н lw, 
М, = mA? Q А? (5.19. 20) 
对 于 扁 球 壳 的 稳定 性 问题 ,其 特征 值 方程 为 
| = KRKK + K— Kel=0 (5.16. 21) 
式 中 
Кє =4} Q AYN, 
+ А QAYN, 
+ AY QAN, 
+ AP @ APN, (5.16.22) 


5.17 数值 算 例 


根据 上 几 节 壳 体 结构 二 ,三 类 变量 的 多 变量 样 条 有 限 元 列 式 ,编制 
了 计算 机 程序 ,通过 若干 例子 在 VAX 一 11/780 超级 小 型 计算 机 上 实 
施 了 计算 ,由 数值 结果 显示 ,计算 精度 较 高 ,并 具有 快速 收敛 的 性 质 . 

例 5-1 四 边 简 支 双 曲 扁 沉 ,承受 均 布 荷载 作用 ,计算 数据 :R= 
R,=75m,t=8cm, L=30m,g=0.3N/m’,E=3X10N/m’, 1=0.3. 
计算 扁 壳 的 挠 度 与 内 力 , 其 计算 成 果 见 表 5-5,5-6,5-7. 

015-2 四 边 简 支 双 曲 扁 壳 ,承受 集中 荷载 . 计算 数据 :R.=R, 一 
96cm,¿=0. Іст, L= 32cm,P=100N,E=10N/cm2,#=0.3,i В 
果 见 表 5-8. 

例 5-3 四边 简 支 双 曲 扁 壳 与 圆柱 壳 的 自 振 频率 ,计算 数据 :有 .一 
R,=32. 4m,L=24. 0m,t=0. 06m,E=2.9X10N/m?,y 二 0.3; 对 圆柱 
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沉 ,R=32.4m,P=43.4°,L=24. 0m,t=0.06m,E=2.9X10N/m’,p 
一 0. 3. 计算 结果 见 表 5-9. 


#55 由 边 简 支 双 曲 扁 亮 承 受 均 布 荷载 作用 下 ， 
壳 面 中 心 的 挠 度 ,薄膜 力 及 麻 矩 值 


方 网 络 (т) NN/m) MCN-m/m) 
多 变 аха. | oomo | 11. 98576 0.03878 
R + 6х6 0. 0071451 11.43216 0.01236 
条 元 8х8 0. 0069688 11.15008 0. 00082 
法 | лох 0. 0070378 11. 26048 0. 00086 
| 0. 0069930 11.25268 | 


表 5-6 [ЛЗ ШЕ ЖЕЕ ЛБ ТЕН Т. ЖШН Ж 
处 挠 度 、 落 膜 力 及 碍 矩 的 收敛 情况 (打印 结果 》 


网 格 WDs/qL* M./4l? M,/q1: 
аха 0. 433617E—05 0.143429E—03 0. 143130E—03 I 
6X6 0.413589E—05 一 0. 457706E—04 —0.457706E—04 
8х8 0. 403385Е—05 0. 302560Е— 05 0. 302567Е— 05 
10х10 0. 407380Е — 05 0. 318848Е — 05 0. 318818E—05 J 
网 格 ПИТТА N,/ql. 
4х4 0. 133176Е+01 | 0. 133176Е—01 
6х6 — 0. 127024Е+01 0. 127024Е+01 
8х8 0. 123890Е+ 01 0. 123890Е+01 
10х10 0. 125117Е+01 0. 125117Е+01 


R57 ПШНУУВЕЖЫЊ ЕФЕ. ЕЖЕ 
中 央 处 薄膜 应 变 与 查 曲 应 变 值 的 收 剑 情 况 
网 格 DS,/qL2 DS,/qL2 42.791. 47,791. 
4х4 0. 110330Е— 03 . 110331Е— 03 0. 102443E +01 0. 102442£ +01 
6х6 0. 352082Е— 04 . 352082E— 04 | 0. 107375Е+01 0.107375Е+01 
8х8 0. 232739Е—05 . 232744Е—05 0. 095302Е+01 0. 095302Е-++01 
10х10 0. 245268Е—05 . 245245Е—05 0. 096244Е+01 0.096241Е+01 
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表 5-8 双 曲 扁 壳 中 央 处 承受 集中 荷载 (P 一 100N) 


时 ,中 央 挠 度 与 薄膜 力 
网 格 Wem) N (N/cm) 
— s | 0. 034892 | 190. 979 s 


表 5-9 ЩШЩЖЖШ ЕЖЕН А ШЕ Ж 
方法 双 曲 扁 沉 eni (Rad/s) 圆柱 形 扁 壳 wu (Rad/s) 


4х4 52. 558367 | 26. 313328 
6х6 52. 558395 26. 313327 
8х8 52. 558389 26. 313315 


26. 30128 


52. 570514 


015-4 试 计算 四 边 简 支 圆柱 形 扁 沉 的 自 振 频 率 ,已 知 数据 :R= 
1.91,L=1,=0.0191,E=1.0,z#=0. 3. 计算 结果 见 表 5-10. 


表 5-10 四边 简 支 贺 柱 形 扁 这 的 自 振 频 率 


方法 i CRad/s) 
”多 变量 样 条 元 法 | 0.28064 | 0.29892 | 0.50435 | 0.52234 | 0.57072 
样 条 元 法 0. 28285 0. 30295 0. 50551 0. 52489 0. 57758 
[59] | 
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